
Paris
N◦d’ordre : ****

UNIVERSITE DE PARIS–SUD - U.F.R. SCIENTIFIQUE D’ORSAY

THESE

présentée pour obtenir le grade de

Docteur de l’Université Paris XI - ORSAY
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M. J.-L. Starck Directeur de thèse
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que je me suis posée en Cosmologie durant ces trois dernières années.

Je remercie ensuite Sarah Bridle et Eric Slezak d’avoir accepté d’être les rapporteurs de
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manuscript. Je veux aussi remercier N. Aghanim, M. G. Pineau des Forêts et E. Thiébaut
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(la liste est longue) avec qui j’ai partagé toutes mes pauses et mes repas, pour cette ambiance
chaleureuse qui a fait de ces trois années un pur bonheur : Yann R., Nicolas P., Cedric L.,
Delphine M., Pascal G., Samuel C., Matthias G., Pierrick A., Savita M., Pascal L., Alain
G., Krys L., Laurène J., Julien S., Yohan D., Fabio A., Clément B., Benoit C., Arnaud W.,
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Résumé

La cosmologie moderne qui étudie l’Univers de manière scientifique repose sur l’existence
d’un modèle qui cherche à décrire la géométrie et la dynamique de l’Univers. Ces dernières
décennies, les observations ont montré que notre Univers était dominé par la présence de
matière noire et d’énergie noire dont on ne connâıt pas la nature.

L’effet de lentille gravitationnelle faible qui est directement sensible au potentiel gravita-
tionnel est un des meilleurs outils disponibles actuellement pour cartographier la distribution
de matière noire et imposer des contraintes sur le modèle cosmologique. Un grand nombre de
relevés dédiés à la mesure du cisaillement gravitationnel, de plus en plus grands et de plus en
plus précis, sont déjà prévus afin de répondre à la question de la nature de la matière noire et
on espère également aborder le problème de l’énergie noire. Pour cela, un effort considérable
est nécessaire pour améliorer les techniques d’analyse existantes.

Dans cette thèse, afin d’améliorer le traitement de ces données, nous proposons d’utiliser
de nouvelles méthodes d’analyse : les méthodes multi-échelles, qui permettent de transformer
le signal sous une forme permettant de mieux l’analyser. Nous nous sommes intéressés aux
aspects de reconstruction et d’analyse des cartes de matière noire. Tout d’abord, nous propo-
sons une méthode innovante qui permet de gérer les problèmes occasionnés par la présence de
données manquantes. Ensuite, nous proposons une nouvelle méthode de filtrage qui permet de
reconstruire la distribution de matière noire avec plus de précision. Enfin, nous introduisons
une nouvelle statistique qui permet d’augmenter nos contraintes sur le modèle cosmologique.



VIII Résumé



Abstract

Modern cosmology refers to the physical study of Universe and is based on a cosmological
model that deals with the structure of the Universe, its origins and its evolution. Over the
last decades, observations have provide evidence for both dark matter and dark energy. Uni-
verse has been found to be dominated by these two components whose composition remains
a mystery.

Weak gravitational lensing provides a direct way to probe dark matter and can be used
to map the dark matter distribution. Furthermore, weak lensing effect is believed to be the
more promising tool to understand the nature of dark matter and dark energy and then to
constrain the cosmological model. New weak lensing surveys, more and more accurate, are
already planned that will cover a large fraction of the sky. But a significant effort should be
done to improve the current analyses.

In this thesis, in order to improve the weak lensing data processing, we suggest to use new
methods of analysis : the multiscale methods, that make it possible to transform a signal in a
way that faciltates its analysis. We have been interested in the reconstruction and analysis of
the dark matter mass map. First, we have developed a new method to deal with the missing
data. Second, we have suggested a new filtering method that makes the dark matter mass
map reconstruction better. Last, we have introduced a new statistic to set tighter constraints
in the cosmological model.
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2.4.2 Calcul du spectre et du bispectre à partir de la FFT polaire . . . . . . 52
2.4.3 Estimation de statistiques en présence de données manquantes . . . . 55

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



XII Table des matières

3 Introduction aux ondelettes et à l’analyse multi-échelles 61
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2.3 Carte de convergence bruitée reconstruite à partir des mesures de flexion . . . 40
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maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.9 Cartes de convergence simulées et incomplètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.10 Cartes de convergence reconstruites à partir des cartes de cisaillement in-
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5.15 Carte de convergence de tout le ciel dérivée de la simulation Horizon . . . . . 121
5.16 Moments de la convergence en fonction de l’échelle moyenne des plans en on-
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méthode MRLens. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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Introduction

Cette thèse porte sur l’application des méthodes multi-échelles aux effets de lentille gra-
vitationnelle faibles. Elle s’inscrit dans la problématique plus générale de la cosmologie.

La cosmologie s’intéresse à l’étude globale de la formation, de l’évolution et de la structure
de l’Univers. Depuis l’aube des temps, les hommes cherchent à appréhender l’Univers le plus
souvent de manière métaphysique. La cosmologie moderne qui étudie l’Univers d’un point
de vue scientifique en cherchant les lois universelles qui gouvernent la dynamique cosmique
est assez jeune : un siècle environ ! L’étude d’un système aussi complexe que l’Univers est
assez ambitieuse. Elle repose sur l’existence d’un modèle cosmologique qui cherche à décrire
la structure et la dynamique de l’Univers de manière globale. Pour cela, il existe un certain
nombre de paramètres dans ce modèle qu’il faut ajuster pour décrire au mieux l’Univers que
l’on observe.

Le modèle cosmologique repose sur les multiples observations du ciel dans les différentes
longueurs d’ondes et avec des techniques variées. Certaines de ces observations ont marqué
la cosmologie moderne :

– On admet aujourd’hui que l’Univers est en expansion. Cette hypothèse s’appuie sur les
observations de E. Hubble qui en 1929 montre que le décalage spectral de la lumière
émise par les galaxies est proportionnel à leur distance (Hubble 1929).

– Il est admis aussi que la matière visible ou ordinaire (étoiles, nuages de gaz,...) ne
représente qu’une très faible partie de la masse de l’Univers au plus quelques pourcents.
La densité de l’Univers proviendrait essentiellement d’une matière invisible que l’on
appelle matière noire qui a été mise en évidence par l’étude de la vitesse des galaxies
dans les amas de galaxies (Zwicky 1937).

– Une autre hypothèse que vérifie les modèles cosmologiques est le principe cosmologique
qui stipule que tous les points d’observation de l’Univers sont équivalents. Il en découle
que l’Univers est spatialement homogène et isotrope à grande échelle. Cette hypothèse
est vérifiée par l’observation du rayonnement fossile également appelé fond diffus cos-
mologique qui a été observé pour la première fois par Penzias and Wilson (1965).

– Récemment une nouvelle composante a été introduite au modèle cosmologique : l’énergie
noire pour tenter d’expliquer les observations de Riess et al. (1998); Perlmutter et al.
(1998); Garnavich et al. (1998) qui ont montré que l’expansion de l’Univers était en
accélération contrairement à ce que l’on pensait jusque là.

Cette thèse a pour but d’apporter une contribution à l’étude de ce modèle cosmologique
en s’appuyant sur les effets de lentille gravitationnelle faibles. Contrairement aux observations
de la matière visible qui n’observent qu’une fraction de la masse totale, les effets de lentille
gravitationnelle sont directement sensibles au potentiel gravitationnel et sont donc une des
meilleures techniques disponibles actuellement pour localiser et cartographier la distribution
de matière noire.
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Un grand nombre de nouveaux instruments consacrés à la mesure du cisaillement gravita-
tionnel sont déjà prévus. Ils fourniront une quantité de plus en plus importante de données,
depuis le sol et l’espace. Les données brutes ainsi obtenues sont toujours brouillées par la
turbulence atmosphérique pour les observations au sol et à cause de l’imperfection de l’ima-
gerie des télescopes dans le cas plus général. Par conséquent, il est nécessaire d’extraire
des données l’information pertinente afin de remonter aux paramètres physiques des objets
étudiés. Pour analyser une image et plus globalement un signal, il existe un certain nombre
de transformations qui permettent de représenter ce signal sous une forme qui permet de
mieux l’analyser. La transformation la plus populaire est la transformation de Fourier qui
fournit une représentation fréquentielle du signal. Depuis une dizaine d’années, une nouvelle
représentation n’a cessé de se développer : la représentation multi-échelles qui s’appuie sur la
transformation en ondelettes.

Dans cette thèse, nous utilisons des méthodes multi-échelles pour améliorer le traitement
des données de cisaillement gravitationnel. Nous développons ainsi de nouvelles méthodes
pour la reconstruction et l’analyse des cartes de matière noire.

*
* *

Cette thèse est organisée de la manière suivante :

? Le premier chapitre rappelle le cadre cosmologique adopté et décrit les bases théoriques
des effets de lentille gravitationnelle.

? Dans le chapitre II, nous montrons comment on peut utiliser l’un de ces effets : le
cisaillement gravitationnel pour contraindre les paramètres cosmologiques et cartogra-
phier la distribution de matière noire. Nous présentons toute la châıne de traitement
ainsi que les méthodes qui sont couramment utilisées. L’approche multi-échelles que
nous adoptons dans cette thèse a pour but d’améliorer la précision de certaines de ces
méthodes. Ces améliorations sont présentées dans les chapitres IV, V et VI. Certains de
nos travaux qui ne sont pas fondés sur les techniques multi-échelles sont déjà présentés
dans ce chapitre. Nous présentons notamment une nouvelle méthode qui permet d’esti-
mer le bispectre de manière rapide et exacte en utilisant une transformation de Fourier
polaire rapide.

? Dans le chapitre III, nous faisons une introduction au formalisme des ondelettes et nous
décrivons les représentations multi-échelles utilisées dans les trois chapitres suivants.
Cette partie pose les bases mathématiques en traitement d’images nécessaires à la
compréhension de cette thèse.

? Dans le chapitre IV, nous proposons une nouvelle méthode d’interpolation des données
manquantes appelée FASTLens basée sur le principe d’inpainting. Cette méthode per-
met de reconstruire une carte de convergence complète à partir des cartes de cisaille-
ment incomplètes. Cette approche est très innovante car elle permet d’éviter tous
les problèmes rencontrés habituellement pour estimer des statistiques en présence de
données manquantes.

? Dans le chapitre V, nous proposons une nouvelle méthode de filtrage appelée MRLens
basée sur les méthodes multi-échelles et nous la comparons aux méthodes de filtrage
utilisées habituellement. Cette méthode qui a montré sa supériorité face aux méthodes
existantes a déjà été utilisée dans plusieurs applications. Nous présentons notamment à
la fin de ce chapitre une application aux données COSMOS qui a permis de reconstruire
la carte de matière noire la plus précise à ce jour.



Introduction 3

? Le chapitre VI est consacré à la description d’une étude menée afin de déterminer
la meilleure statistique pour contraindre le modèle cosmologique. Nous considérons
plusieurs statistiques qui permettent de mesurer la non-Gaussianité et nous cherchons
celle qui brise le mieux la dégénérescence en nous basant sur des simulations réalistes.
Nous introduisons notamment une nouvelle statistique, appelée WPC (pour Wavelet
Peak Counting), qui s’avère être la meilleure pour contraindre le modèle cosmologique.

? Dans le dernier chapitre, nous donnons les conclusions du travail qui a été mené pendant
cette thèse ainsi que les perspectives.

? L’annexe liste les publications et autres contributions qui reposent sur le travail présenté
dans ce manuscrit.
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La cosmologie a énormément profité de l’accroissement de la qualité des instruments de
mesure ces dernières années. On sait aujourd’hui que la matière visible, c’est-à-dire celle di-
rectement accessible aux observations par la lumière qu’elle émet aux différentes longueurs
d’onde, représente moins de 5% du contenu de l’Univers. Le reste est sous la forme de com-
posantes non visibles : la ”matière noire” et ”l’énergie noire”.

La question de la nature, de la distribution, de l’évolution de la matière dans l’Univers
est devenue un sujet de recherche très important du point de vue théorique (modèle cosmo-
logique), observationnel (recherche de matière noire directe et indirecte) et du point de vue
numérique (modèle hiérarchique de formation des structures). Les dernières années ont vu
l’émergence de l’effet de lentille gravitationnelle faible comme sonde cosmologique privilégiée
pour mesurer indirectement la géométrie et la dynamique de l’Univers. Cet effet de lentille
gravitationnelle est une des meilleures techniques disponibles actuellement pour cartographier
la distribution de matière noire à presque toutes les échelles. Il permet en outre, d’aborder le
problème de la nature de l’énergie noire.

Dans ce chapitre, nous commençons par introduire le cadre cosmologique dans lequel
nous nous sommes placés. Nous rappelons ensuite les bases observationnelles et théoriques
des effets de lentille gravitationnelle.
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1.1 Le cadre cosmologique

1.1.1 Relativité Générale et cosmologie

De nos jours, le cadre théorique le plus couramment utilisé pour décrire l’Univers est celui
de la Relativité Générale de Einstein (1915).

La Relativité Générale

En voulant généraliser sa théorie de la Relativité Restreinte aux référentiels en accélération,
Einstein aboutit en 1915 à une nouvelle vision de la gravitation qui remplace celle d’Isaac
Newton : la théorie de la Relativité Générale (Einstein 1915). Celle-ci introduit la notion
de courbure de l’espace. Elle se résume à une équation fondamentale reliant la géométrie de
l’espace-temps et son contenu en masse-énergie. La Fig. 1.1 illustre la courbure d’un espace
géométrique à deux dimensions engendrée par la présence d’une masse. Les lignes représentent
des géodésiques1 de cet espace.

Fig. 1.1 – Représentation bidimensionnelle de la distorsion spatio-temporelle engendrée par
la présence de matière. Ainsi la matière modifie localement la géométrie de l’espace-temps.
Représentation obtenue en utilisant le logiciel 3DCAD et une image de la Terre obtenue par
la mission Galileo (NASA).

L’aspect le plus important de cette théorie est l’abandon du concept de force de gravita-
tion. Pour Einstein, le mouvement d’un corps gravitant n’est pas déterminé par une force,
mais par la configuration de l’espace-temps locale. Par exemple, d’après Newton, la Terre
tourne autour du Soleil car celui-ci exerce une force gravitationnelle sur notre planète, alors
que pour Einstein, c’est une courbure de l’espace-temps introduite par la masse du Soleil qui
est à l’origine du mouvement de la Terre. Une conséquence fondamentale est que les photons
qui composent la lumière, bien qu’ils n’aient pas de masse, sont sujets aux mêmes perturba-
tions de l’espace-temps que la matière ordinaire et leur trajectoire est affectée par la présence
de matière.

Pour comprendre comment la lumière se propage dans l’Univers, il est donc nécessaire de
résoudre les équations du champ d’Einstein en utilisant le fait que la lumière se déplace selon
les géodésiques de l’espace-temps.

Le modèle cosmologique

Très peu de temps après la publication de la Relativité Générale par Einstein, des astro-
physiciens commencent à s’appuyer sur l’outil mathématique qu’elle leur fournit pour élaborer
des modèles théoriques de l’Univers.

1Le terme géodésique désigne le chemin le plus court entre deux points d’un espace.
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En 1916, Karl Schwarzchild trouve aux équations d’Einstein une solution locale qui décrit la
géométrie de l’espace-temps autour d’un objet sphérique de masse M (sans rotation) (Schwarz-
schild 1916). Cette solution donne une excellente description de la géométrie de l’espace-temps
autour d’objets comme le Soleil ou les trous noirs. Elle est à la base de l’un des tests de la
vérification de la théorie de la Relativité Générale d’Einstein : l’avancée du périhélie de Mer-
cure.

Einstein lui-même s’attaque au problème en 1917 et aboutit au premier modèle global de
l’Univers s’appuyant sur la Relativité Générale (Einstein 1917). Ce modèle décrit un Univers
statique et invariable dans le temps, car Einstein avait forcé ses équations à donner un tel
résultat en introduisant un nouveau terme : la ”constante cosmologique”. Ce modèle peut
s’exprimer grâce au carré de la distance (infinitésimale) entre deux points de l’espace-temps
et peut s’écrire :

ds2 =
(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
− c2dt2, (1.1)

où c est la vitesse de la lumière et k le facteur de courbure. Cette forme quadratique ds2

introduite par Einstein porte le nom de métrique et permet d’exprimer la courbure de l’espace-
temps en un point donné en fonction des masses (et de l’énergie) présentes. En Relativité
Générale, un certain nombre de phénomènes comme les effets de lentille gravitationnelle, dont
nous parlerons en détails un peu plus loin, est déterminé par cette métrique de l’espace-temps.

La même année, Willem de Sitter s’attaque également au problème. Il met alors au point
un modèle dans lequel, à sa grande surprise, la distance entre deux points de l’espace augmente
avec le temps : il venait d’obtenir le premier modèle théorique d’un Univers en expansion
dont la métrique générale peut s’écrire :

ds2 = a(t)2
(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
− c2dt2, (1.2)

où a(t) est le facteur d’expansion (de Sitter 1917). Ce modèle a néanmoins le défaut d’être
trop simpliste car il décrit un Univers vide dépourvu de matière donc sans courbure.

C’est finalement en 1922 que le mathématicien Alexandre Friedmann réussit à développer
un modèle réaliste d’Univers, dans lequel celui-ci est en expansion et dont la métrique peut
s’écrire (Friedmann 1922) :

ds2 = a(t)2
(

dr2

1−Rr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
− c2dt2. (1.3)

où R représente le signe de la courbure.
En 1927, Georges Lemâıtre arrive aux mêmes résultats que Friedmann de manière indépen-

dante (Lemaitre 1927). Contrairement à Friedmann il connâıt assez vite le succès car sa théorie
est aussitôt confirmée par les observations d’Edwin Hubble (Hubble 1929). En effet, en 1929,
Hubble montre que l’Univers est en expansion grâce à l’observation spectroscopique des ga-
laxies lointaines. Il montre qu’il existe une relation de proportionnalité entre la distance des
galaxies et leur vitesse d’éloignement : plus les galaxies sont loins, plus elles semblent s’éloigner
rapidement. La loi établie par Hubble est v = H0d où H0 est le paramètre de Hubble. Cette
relation qui est connue aujourd’hui sous le nom de ”loi de Hubble” est l’un des piliers de la
cosmologie contemporaine.

Enfin, en 1935 Howard Percy Robertson et Arthur Geoffrey Walker font une analyse plus
poussée de ce modèle.

Cette métrique connue aujourd’hui sous le nom de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker
sert encore de référence de nos jours car elle permet de rendre compte de l’évolution globale
de l’Univers.
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La formation de l’Univers

Les débuts de l’Univers sont encore assez incertains. La théorie du Big Bang postule que
l’Univers se serait crée spontanément à partir d’une singularité, il y a environ 14 milliards
d’années (d’après les observations). Mais la relativité Générale est incapable d’expliquer le
commencement de l’Univers.

Après le Big Bang, l’Univers serait rentré dans une phase d’inflation. Un centième de se-
conde après, on est en présence d’un mélange de protons, de neutrons et d’électrons. Quelques
secondes après le Big Bang, la nucléosynthèse primordiale commence formant ainsi les pre-
miers noyaux atomiques d’hydrogène, d’hélium et de lithium.

400 000 ans après le Big Bang, alors que l’expansion continue, refroidissant lentement
l’Univers, les électrons se combinent avec les noyaux atomiques par un processus de re-
combinaison et les photons commencent à traverser librement l’Univers. On parle ainsi de
découplage entre la matière et le rayonnement. Nous pouvons observer l’état de l’Univers
à ce moment, grâce aux photons émis à cette époque, en observant les radiations du fond
diffus cosmologique (ou CMB pour Cosmic Microwave Background). Les fluctuations de ce
rayonnement sont les graines de la structure actuelle de notre Univers.

Finalement les nuages froids d’hydrogène et d’hélium se forment au bout d’un million
d’années. Sous l’action de la gravitation, ces nuages se condensent ensuite et donnent nais-
sance aux premières galaxies et amas de galaxies et aux structures filamentaires que l’on
observe à plus grande échelle. Les étoiles et les planètes telles que nous les connaissons se
forment au bout de 5 milliards d’années. Nous pouvons observer l’état de l’Univers environ
9 milliard d’années après le Big Bang grâce aux effets de lentille gravitationnelle dont nous
parlerons plus tard.

Le concept général du Big Bang basé sur un Univers en expansion, plus dense et plus
chaud par le passé, est attribuable à A. Friedmann et G. Lemâıtre qui respectivement en
1922 et 1927 décrivirent dans les grandes lignes l’expansion de l’Univers. Cette expansion fut
assez vite confirmée par Hubble (1929).

Le modèle du Big Bang suppose aussi que l’Univers ait été par le passé dans un état bien
plus homogène qu’aujourd’hui voir Fig. 1.2. Cette hypothèse est confirmée par l’observation
du ”fond diffus cosmologique” qui a été observé pour la première fois en 1965 par Penzias
et Wilson (Penzias and Wilson 1965). Ce faible rayonnement quasi-uniforme témoigne de
l’époque dense et chaude de l’Univers primordial. En 1989, les observations de COBE, ont
permis de mesurer pour la première fois les fluctuations de ce fond diffus cosmologique, à
l’origine des structures que l’observe aujourd’hui (Smoot et al. 1992).

Fig. 1.2 – L’evolution de l’Univers (par Kneib & Ellis avec le Caltech Digital Media Center).
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La courbure de l’Univers

L’expansion générale de l’Univers est contrôlée par la densité énergétique globale de l’Uni-
vers ρ0 qui tient compte de toutes les formes d’énergie contenues dans l’Univers. Localement,
la courbure de l’espace en un point donné est directement liée à la densité qui s’y trouve
ρlocal0 . D’un point de vue global, il existe comme nous l’avons dit précédemment un lien
mathématique entre la courbure globale de l’Univers et le contenu global en matière-énergie
de l’Univers ρ qui n’est aujourd’hui connu qu’approximativement. Les travaux d’Alexandre
Friedmann mettent en évidence une valeur particulière de la densité de l’Univers ρc appelée
densité critique, qui définit la limite entre trois types d’Univers possibles qui se distinguent
par leur courbure et par leur évolution dans le temps. Il introduit alors le paramètre de densité
de matière Ω0 = ρ0

ρc
qui contrôle l’expansion générale de l’Univers.

Fig. 1.3 – Représentation bidimensionnelle des différents types de géométries possibles pour
l’Univers.

Dans les modèles de Friedmann, si la densité globale de l’Univers ρ est strictement
supérieure à ρc (Ω0 > 1), c’est la gravitation qui finit par l’emporter. L’expansion de l’Univers
étant remplacée un jour par une contraction qui se finit par un effondrement catastrophique
appelé le Big Crunch. Du point de vue de la géométrie, ce cas correspond à un Univers fermé
(voir Fig. 1.3). Si la densité globale est strictement inférieure à ρc (Ω0 < 1), c’est l’expan-
sion qui finit par triompher et l’Univers continue à se dilater indéfiniment et rapidement.
L’Univers est dans ce cas ouvert (voir Fig. 1.3). Enfin, si la densité globale est exactement
égale à la valeur critique ρc (Ω0 = 1), l’expansion continue indéfiniment, mais elle se ralentit
avec le temps. Ce cas correspond à un Univers plat dont la géométrie spatio-temporelle est
Euclidienne (voir Fig. 1.3). Les modèles de Friedmann décrivant un Univers en expansion
sont encore à l’heure actuelle les modèles de base de la cosmologie contemporaine.

La mesure de la densité de matière Ω0

Pour pouvoir discriminer entre les différents modèles de Friedmann et ainsi connâıtre le
futur de l’Univers, il faut pouvoir mesurer avec précision la densité globale de matière et
d’énergie de l’Univers. C’est tout l’enjeu de la cosmologie moderne. En pratique, les astro-
physiciens se heurtent à une difficulté majeure : il semble que la matière visible, directement
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accessible aux observations, ne constitue qu’une très faible partie de la masse totale de l’Uni-
vers, l’autre partie étant sous une forme encore inconnue appelée ”matière noire”.

1.1.2 La matière noire

La nature et la quantité de ”matière noire” dans l’Univers constituent aujourd’hui une
des énigmes les plus fascinantes soulevées par la cosmologie.

La naissance du terme ”matière noire”

La méthode la plus naturelle pour déterminer la densité moyenne de l’Univers consiste à
mesurer directement la quantité de matière observée dans un volume donné de l’Univers. En
pratique, il suffit de considérer une région suffisamment grande de l’Univers et d’y compter
le nombre de galaxies. On évalue ensuite le nombre moyen d’étoiles par galaxie et la masse
moyenne d’une étoile. On peut ainsi obtenir une estimation de la quantité moyenne de matière
contenue dans un volume donné sans oublier de tenir compte de la masse contenue hors des
étoiles, dans le gaz et le milieu interstellaire. Depuis plus de cinquante ans toutes les tenta-
tives visant à estimer le contenu en matière de l’Univers en utilisant cette méthode montrent
que sa fraction observable (déterminée par l’émission X, UV, visible, InfraRouge,...) ne peut
pas rendre compte de certains effets observés.

La notion de ”matière noire” fut introduite en 1937 avec les observations de Zwicky qui
en mesurant la distribution des vitesses des galaxies dans l’amas de Coma, trouve des vitesses
excessivement élevées compte-tenu de la masse visible. Elles sont tellement élevées qu’il en
déduit qu’une grande quantité de masse doit être présente dans l’amas sous forme cachée
si on ne veut pas que l’amas soit dissocié depuis très longtemps (Zwicky 1937). Cet article
proposait déjà d’utiliser les effets de lentille gravitationnelle pour sonder le contenu des amas.

Depuis, plusieurs éléments plaident en faveur de l’existence d’une composante de matière
sombre. C’est tout d’abord l’observation de la vitesse de rotation des galaxies dans les amas
de galaxies qui a montré que la quantité de matière visible était insuffisante pour expliquer la
cinématique observée. Ensuite, ce sont les effets de lentille gravitationnelle qui se sont avérés
être trop importants comparés à la quantité de matière accessible par les observations. En-
suite, l’observation du gaz chaud présent dans les amas de galaxies en équilibre hydrostatique,
a supposé l’existence d’une masse supplémentaire invisible. Enfin, la mesure de l’abondance
en Deutérium dans l’Univers a montré que la densité baryonique est bien inférieure à la den-
sité critique alors que d’autres mesures tendent à montrer que la densité totale est proche de
cette densité critique.

Fig. 1.4 – Distribution du contenu énergétique de l’Univers.
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Finalement, nous savons aujourd’hui que ce que nous observons de l’Univers n’en représente
qu’une très faible partie. Les observations montrent que plus de 95% du contenu de l’Univers
est invisible et sa nature nous est inconnue (voir Fig. 1.4). On pense, qu’environ 26% du
contenu de l’Univers est sous forme de matière noire qui n’interagit pas ou faiblement avec
le reste de la matière. La matière visible ne représenterait que 4% du contenu de l’Univers
et les 70% restants seraient sous une forme mystérieuse appelée ”énergie noire” dont nous
parlerons à la fin de cette section.

Les candidats à la matière noire

Pour expliquer la matière manquante, les scientifiques se sont dans un premier temps
tournés vers la matière ordinaire (ou baryonique) et ont passé en revue tous les types d’ob-
jets qui pourraient y contribuer, tels les nuages de gaz, les astres morts ou les trous noirs.
Ils se sont ensuite tournés vers de la matière non-baryonique en la recherchant sous forme de
matière noire froide (particules neutres et massives) et sous forme de matière noire chaude
(particules légères et rapides).

Matière noire ordinaire ou baryonique
Ils ont commencé par s’intéresser aux nuages de gaz. Grâce à l’expérience ROSAT (1990) qui
a fournit la première carte de tout le ciel en rayons X, ils montrent alors que les nuages de
gaz ionisé au sein des amas de galaxies ne contribuent que faiblement à la masse manquante
et que le confinement même de ces nuages à proximité des galaxies suppose la présence de
matière noire. Ils montrent également que les nuages d’hydrogène atomique dans lesquels
sont présentes les étoiles sont insuffisants eux aussi pour expliquer cette forte interaction
gravitationnelle qui fait tourner les étoiles en périphérie de galaxie plus vite que prévu.

Les astronomes se sont alors intéressés aux objets plus compacts et n’émettant pas ou
pas assez de lumière pour être détectés. Ces objets sont appelés « MACHO », pour Massive
Compact Halo Objets. Les naines brunes2 étaient des bons candidats mais leur nombre s’avère
être trop faible. Les naines blanches3 ne peuvent pas non plus à elles seules expliquer le
déficit en masse car cela supposerait d’observer un plus grand nombre de supernovae de type
Ia4 (Metcalf and Silk 2007). Finalement, il a été montré que les MACHOs ne peuvent pas
expliquer la quantité de matière noire présente dans l’Univers dû à leur faible nombre (Freese
et al. 1999).

Les trous noirs auraient également pu être de bons candidats car ils sont beaucoup plus
massifs que les MACHOs ou les étoiles. Cependant, il faudrait près d’un million de trous noirs
par galaxie pour combler ce manque de matière ce qui devrait générer des effets gravitationnels
importants sur les étoiles à proximité qui n’ont pas été observés (Klessen and Burkert 1996).

Finalement, selon la théorie du Big Bang, la matière ordinaire, formée de proton et de
neutron, ne peut constituer qu’une faible fraction de la matière noire. L’inverse suppose la
production d’énormes quantités d’hydrogène et d’hélium dans l’Univers primordial. Or les
quantités prédites par ce scénario sont très grandes, comparées à celles fixées par les observa-
tions qui concordent parfaitement avec les valeurs proposées par le modèle standard du Big
Bang. La piste de la matière noire baryonique a maintenant été délaissée par les astronomes
qui se sont penchés sur une autre forme de matière, la matière non baryonique.

2Les naines brunes sont des astres qui ne sont pas suffisamment massifs pour amorcer les réactions de fusion
nucléaire et briller comme des étoiles normales.

3Les naines blanches sont des étoiles mortes composées d’éléments lourds.
4Les supernovae de type Ia sont des explosions de naines blanches.
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Matière noire non baryonique
Le neutrino a été pendant longtemps un candidat majeur dans la recherche de matière noire
non-baryonique. Depuis la mise en évidence du phénomène d’oscillation du neutrino par
l’expérience Super-Kamiokande en 1998, on sait que les neutrinos possèdent une masse non-
nulle (Fukuda et al. 1999). Cette particule, la plus abondante dans l’Univers après le photon,
est insensible aux forces électromagnétiques et à la force nucléaire forte. Elle interagit donc
très peu avec les autres particules, ce qui en faisait un bon candidat pour la matière noire.
Cependant, les résultats du satellite WMAP combinés aux résultats des expériences d’oscilla-
tions ont montré que la masse du neutrino est beaucoup trop faible pour que cette particule
puisse constituer l’essentiel de la matière noire (Spergel et al. 2003).

Il existent deux grandes familles quant à la nature de la matière noire : la matière noire
dite ”chaude” et celle dite ”froide”. Dans le cas de matière noire chaude, telle que les neu-
trinos, les particules ont des vitesses proches de celle de la lumière, tandis que dans le cas
de matière noire froide les particules sont plus massives et donc plus lentes. La vitesse de
déplacement de ces particules intervient dans l’ordre de formation des grandes structures de
l’Univers. Actuellement, c’est le modèle de matière noire froide (CDM pour Cold Dark Mat-
ter) qui semble l’emporter largement, favorisant ainsi un modèle hiérarchique où les galaxies
se forment avant les amas, les systèmes se forment à partir de l’effondrement des fluctuations
de densité initiales qui croissent sous l’effet de la gravitation.

Les WIMPs (Weakly Interactive Massive Particles) sont une classe de particules lourdes,
interagissant faiblement avec la matière, et pouvant constituer d’excellents candidats à la
matière noire froide non-baryonique à condition qu’ils existent. Pour l’instant, les WIMPs ne
sont que des particules prédites par la physique des particules qui restent hypothétiques. De
nombreuses expériences cherchent encore à les détecter (EDELWEISS, ANTARES, IceCube,
PAMELA...).

Autre théorie
Certains physiciens se sont lancés dans l’étude de théories alternatives faisant abstraction
de la matière noire. Parmi les théories de ce type, celle qui fait le plus d’adeptes est la
théorie « MOND » (MOdified Newtonian Dynamics) qui a été proposée en 1983 par Mordehai
Milgrom (Milgrom 2002). Cette théorie qui repose sur une modification de la loi de Newton
aux accélérations très faibles permet de résoudre le problème de la rotation trop rapide des
étoiles et des galaxies. Il est apparu récemment qu’elle était en contradiction avec l’observation
de l’amas ”Bullet” (Clowe et al. 2004). Mais le problème peut se résoudre en admettant
l’existence d’une composante de matière peu collisionnelle qui doit être présente dans des
proportions importantes pour rendre compte des effets observés. On pourrait alors penser
que la proposition MOND n’apporte rien dans ce contexte, puisque de la matière noire doit
être introduite. Ce n’est pas tout à fait le cas, car dans le cas de MOND cette matière noire
pourrait être constituée de neutrinos qui ne joueraient pas un grand rôle sur la dynamique
des galaxies, car ils seraient distribués de façon très diffuse et très homogène à cette échelle.
Les observations de l’amas ”Bullet” ne permettent pas encore vraiment d’exclure la validité
de la théorie MOND.

1.1.3 L’énergie noire

Expansion accélérée de l’Univers

L’année 1998 fut une date très importante dans l’histoire de la cosmologie moderne. Deux
équipes annoncent que l’expansion de l’Univers ne ralentit pas comme on le pense jusqu’alors,
mais qu’elle est en pleine accélération (Riess et al. 1998; Perlmutter et al. 1998; Garnavich
et al. 1998). Les deux équipes arrivent à la même conclusion de manière indépendante, en
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s’appuyant sur l’observation des supernovae de type Ia. Ces supernovae qui sont très lu-
mineuses et qui sont depuis longtemps utilisées pour mesurer les distances dans l’Univers
s’avèrent être moins brillantes que prévu.

Les résultats de 1998 sont assez vite confirmés par une observation du télescope spatial
(HST) en 2001. Celui-ci observe la plus lointaine des supernovae connues, à une distance de
plus de 10 milliards d’années-lumière5. Là encore, la supernova se révèle légèrement moins
brillante que prévu, ce qui ne peut s’expliquer que par une expansion accélérée.

Plus récemment, en 2003, une nouvelle observation du télescope spatial, cette fois-ci sur un
échantillon de 11 supernovae de type Ia, confirme les observations précédentes. L’analyse de
ces résultats montre que la quantité de matière présente a dû freiner l’expansion de l’Univers
pendant les premiers milliards d’années, mais qu’ensuite l’expansion se serait accélérée (il y a
environ 4 ou 8 milliards d’années). L’accélération de l’expansion est donc interprétée comme
la présence d’une force répulsive mais la nature de cette force que l’on appelle ”énergie noire”
reste pour l’instant une vraie énigme.

La nature de l’énergie noire

On sait aujourd’hui que l’énergie noire représente environ 70% du contenu de l’Univers
(voir Fig. 1.4) mais la nature exacte de cette énergie noire est un vrai mystère. On sait
qu’elle est très homogène, peu dense et qu’elle est dotée d’une pression négative, qui la fait
se comporter comme une force gravitationnelle répulsive. Deux solutions sont habituellement
utilisées pour expliquer l’expansion accélérée de l’Univers. L’une suppose que l’énergie noire
est une constante dans le temps et dans l’espace qui remplit l’Univers de manière homogène.
Et l’autre, propose de décrire l’énergie noire à l’aide d’un champ scalaire appelé champ de
quintessence dont la densité peut varier dans le temps et dans l’espace.
La première solution qui est la plus couramment acceptée fait appel au concept assez ancien
de constante cosmologique notée Λ, qui fut introduit en 1917 par Einstein. Après avoir mis
au point sa théorie de la Relativité Générale en 1915, Albert Einstein constate que dans
leur forme originale les équations de sa nouvelle théorie ne permettent pas de décrire un
Univers statique et invariable dans le temps. Or, à cette époque, la vision d’un Univers sta-
tique prévaut dans toute la communauté astronomique. Il décide donc d’ajouter un nouveau
paramètre appelé constante cosmologique, qui lui permet d’avoir un Univers statique. Physi-
quement, ce terme s’interprète comme une nouvelle force qui tend à faire se repousser les corps
de l’Univers les uns les autres. En 1929, Hubble montre que le décalage spectral6 de la lumière
émise par les galaxies est proportionnel à leur distance. Hubble montre ainsi que l’Univers
n’est pas statique, mais en expansion (Hubble 1929). La constante cosmologique perd alors sa
raison d’être. Aujourd’hui, on invoque cette constante pour expliquer l’expansion accélérée
de l’Univers. L’ajout de cette constante cosmologique au modèle de Friedmann-Lemâıtre-
Robertson-Walker est à l’origine du modèle ΛCDM (Cold Dark Matter) composé de matière
noire froide et d’énergie noire.
La deuxième solution qui représente l’énergie noire à l’aide d’un champ scalaire diffère de
la première solution par le fait que l’équation d’état de l’énergie noire peut varier dans le
temps et dans l’espace. Ce type de modèle, qui est appelé modèle de quintessence, prédit
une accélération variable dans le temps et un peu moins rapide que celle prédite par une
constante cosmologique. Pour l’instant, aucune preuve n’est venue rejeter ou infirmer ce type

5L’année-lumière est la distance que parcourt la lumière en un an, soit un peu moins de dix mille milliards
de kilomètres.

6Le décalage spectral z d’une galaxie, par effet semblable à un effet Doppler, nous donne sa vitesse v de
récession cosmologique par rapport à la nôtre z = ∆λ

λ
= v

c
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de modèle.
Il existe de nombreuses autres idées pour tenter d’expliquer cette énergie noire. Selon certains
auteurs aussi, l’énergie noire proviendrait juste du fait que la Relativité Générale représente
mal l’Univers à grande échelle comme le soutient la théorie MOND (Milgrom 2002). Seules
des observations très précisent de l’Univers peuvent nous permettre de répondre à cette ques-
tion. On peut notamment utiliser les lentilles gravitationnelles faibles dont nous parlons dans
la section suivante pour reconstruire la distribution de matière de l’Univers. Selon que les
structures se forment plus ou moins tôt dans l’histoire cosmique, on peut ainsi arriver à
contraindre les propriétés de l’énergie noire.

1.1.4 Conclusion

La cosmologie, qui cherche à reconstruire le scénario complet de la formation de l’Uni-
vers et à en expliquer la structure actuelle, est bien loin de son achèvement. Cependant,
les concepts qui sont nés de la Relativité Générale au début de ce siècle ont prouvé qu’ils
constituaient une base de travail solide. Le principe cosmologique qui a pour conséquence que
l’Univers à grande échelle est isotrope et homogène, ainsi que la découverte de l’expansion de
l’Univers, de la matière noire et de l’énergie noire sont les piliers centraux sur lequel s’appuie
le modèle ΛCDM. Pour les astrophysiciens d’aujourd’hui, cette théorie apparâıt comme un
modèle assez simple qui parvient à expliquer de nombreuses observations.

1.2 Les lentilles gravitationnelles

Le modèle cosmologique s’appuie sur un grand nombre d’observations très différentes les
unes des autres. La mesure du spectre des fluctuations du fond diffus cosmologiques (CMB)
permet notamment de dire que le contenu en énergie de l’Univers a une valeur proche de la
densité critique. La mesure de la luminosité apparente des supernovae de type Ia en fonction
du décalage spectral a permis récemment de mettre en évidence l’accélération actuelle de l’ex-
pansion de l’Univers. Les distributions de galaxies déduites des relevés spectroscopiques ainsi
que les catalogues d’amas issus des grands catalogues X permettent de déterminer la distribu-
tion de matière (visible) à grande échelle. Il existe bien d’autres observations qui apportent des
contraintes sur le modèle cosmologique en utilisant des approches indépendantes mais ayant
toutes pour but d’aboutir à un même modèle cosmologique complet dit de ”concordance”.

Depuis une dizaine d’années, les chercheurs utilisent un nouvel outil pour sonder l’Uni-
vers : les lentilles gravitationnelles. Contrairement aux observations de la matière visible qui
n’observent qu’une fraction de la masse totale, les effets de lentille gravitationnelle sont di-
rectement sensibles au potentiel gravitationnel cumulé le long de la ligne de visée et donc à
la distribution de masse globale.

Dans cette partie, nous rappelons les bases théoriques des effets de lentille gravitationnelle.
Pour plus de détails sur le sujet, de nombreux articles de revue ont été écrits récemment, voir
Mellier (1999); Bartelmann and Schneider (2001); Refregier (2003b); Munshi et al. (2006).

1.2.1 L’observation des effets de lentille gravitationnelle

L’effet de lentille gravitationnelle a pour effet de dévier les rayons lumineux qui passent à
proximité de concentration de matière déformant ainsi les images que recevrait un observateur
placé sur la ligne de visée. Tout d’abord, ce sont les effets de lentille gravitationnelle forts
qui ont été observés (images multiples d’un même objet, arcs géants, anneaux d’Einstein...).
Aujourd’hui, c’est la mesure des effets de lentille gravitationnelle faibles qui fait l’objet d’une
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vive compétition internationale, l’objectif à terme étant de cartographier la distribution de
matière noire avec précision pour pouvoir en déterminer sa nature et ainsi contraindre la
nature de l’énergie noire.

La déviation des rayons lumineux

Pendant l’élaboration de sa théorie de la Relativité Générale, Einstein (1915) prédit qu’un
corps massif courbe l’espace-temps localement et que toute particule (massive ou pas) se
déplace selon les géodésiques (ds = 0) de cet espace courbe.

Considérons d’abord la déflexion par une masse ponctuelle M (voir Fig. 1.5). Si le pa-
ramètre d’impact ξ est plus grand que le rayon de Schwarzschild de la lentille RS ≡ 2GM/c2,
c’est-à-dire ξ � RS , la Relativité Générale prédit que l’angle de déflexion est égale à :

α =
4GM
c2ξ

=
2RS
ξ
, (1.4)

où G est la constante gravitationnelle et c la constante de la lumière.

Fig. 1.5 – Illustration de l’effet de lentille gravitationnelle par une masse ponctuelle.

Ainsi, plus le rayon lumineux passe loin de la lentille gravitationnelle, moins il est dévié.
Plus la lentille est massive et plus le rayon est dévié.

C’est un triomphe pour Einstein quand la valeur qu’il avait prédite pour la déflexion des
rayons lumineux par le Soleil est prouvée par les observations (Eddington 1919). Remarquons
que le premier à suggérer une déviation (la moitié de celle prédite par Einstein) des rayons à
proximité d’un corps massif est l’astronome Soldner (Observatoire de Munich) en 1804 dans le
cadre de la mécanique Newtonienne, plus d’un siècle avant Einstein ! ! Cependant les résultats
de Soldner à cette époque ne sont pas pris au sérieux car à l’époque c’est la description de la
lumière en termes d’ondes qui prévaut.

Pour un rayon lumineux passant à une distance ξ d’un objet de distribution de masseM(ξ)
(à symétrie axiale), l’angle déflexion totale α(ξ) (voir par exemple la revue de Bartelmann
and Schneider 2001) est égal à (d’après le théorème de Birkoff) :

α(ξ) =
4GM(ξ)
c2ξ

, (1.5)

où M(ξ) est la masse contenue à l’intérieur du rayon ξ.

Typiquement, cet angle vaut quelques micro-secondes d’arc si l’effet de lentille est créé
par une étoile, il vaut quelques secondes d’arc quand l’effet est créé par une galaxie et est de
l’ordre de l’arc minute quand cet effet est dû à des amas de galaxies.

Quand un quasar subit un effet gravitationnel ”fort” par une étoile isolée, la séparation
entre les différentes images est de l’ordre de la micro-seconde. Pour cette raison, les effets
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gravitationnels par une étoile sont appelés micro-lentilles, que la séparation entre les images
soit résolue ou pas. Par opposition au cas où il subit un effet de lentille gravitationnelle par
une galaxie isolée où la séparation entre les différentes images est cette fois-ci de l’ordre de la
seconde ; l’importance de l’effet permet de distinguer l’”effet de lentille gravitationnelle fort”
de l’”effet de lentille gravitationnelle faible”.

Les premiers effets de lentille gravitationnelle observés

C’est en 1979 que Walsh et al. découvrent le premier exemple de quasar dont l’image est
dédoublée par une galaxie en avant-plan (Fig. 1.6). L’objet, appelé Q0957+561A&B, consiste
en deux images séparées sur le ciel de 6 secondes d’arc. Plusieurs arguments plaident en la
faveur de la double image d’un même objet : des signaux similaires décalés dans le temps ont
été mesurés, la similarité des spectres, la galaxie qui fait office de lentille a pu être observée.

Fig. 1.6 – Première lentille gravitationnelle découverte (Walsh et al, 1979) : le double quasar
0957+561.

En 1988, les radioastronomes du VLA (Very Large Array) découvrent une lentille gravi-
tationnelle en forme d’anneau, MG 1131+0456, conforme à la théorie. Cet objet est baptisé «
Anneau d’Einstein » parce qu’Einstein en prédit l’existence en 1936. Récemment, l’étude ef-
fectuée par le SDSS (Sloan Digital Sky Survey) sur 200 000 galaxies révèle un certain nombre
de candidats potentiels. L’étude de certains d’entre eux par le HST (Hubble Space Telescope)
avec la caméra ACS (Advanced Camera for Surveys) a permis de mettre en évidence 8 nou-
veaux anneaux d’Einstein que l’on peut voir sur la Fig. 1.7.

Les premières observations de lentilles fortes dans les amas sont effectuées au début des
années 1990 (voir la revue de Fort and Mellier 1994)

En 1995, le télescope spatial Hubble révèle l’exemple très impressionnant de l’amas de
galaxies Abell 2218 qui produit des images multiples et donne naissance à plus de 120 arcs
lumineux, voir la Fig. 1.8. Abell 2218 est un amas de galaxies massif de la constellation
Draco situé à 2 milliards d’années lumière ; c’est l’une des lentilles gravitationnelles les plus
fortes observées. Ces arcs gravitationnels sont en réalité les images de galaxies qui sont au
moins 10 fois plus éloignées que l’amas et qui sont déformées par la présence de l’amas. En
augmentant l’intensité des images des galaxies en arrière-plan, les lentilles gravitationnelles
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Fig. 1.7 – Quelques exemples d’anneau d’Einstein pris par le Hubble Space Telescope par la
caméra ACS qui apparaissent quand la source, la lentille et l’observateur sont alignés.

telles que l’amas Abell 2218 nous permettent de voir des galaxies que l’on n’aurait pas pu
observer autrement.

Fig. 1.8 – Effets de lentille gravitationnelle forts dans l’amas Abell 2218 (W. Couch et al,
1975 - HST).

Ce n’est qu’en 2000 que le cisaillement gravitationnel par les grandes structures (tracées
par les filaments de galaxies) est observé (Van Waerbeke et al. 2000; Kaiser et al. 2000; Witt-
man et al. 2000; Bacon et al. 2000).

Depuis, un effort théorique important a été mené pour exploiter tous ces effets de lentille
gravitationnelle comme des outils astrophysiques. De grands relevés du ciel ont été entrepris
avec des télescopes de plus en plus puissants pour construire des catalogues de galaxies
profonds et grand champ. Ces relevés ont permis de mettre en évidence un grand nombre
d’effets de lentille gravitationnelle (images multiples d’un même quasar, anneaux d’einstein,
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arcs géants lumineux,..).

Des effets de lentilles à toutes les échelles

Les effets de lentille gravitationnelle sont perceptibles à toutes les échelles. À petite échelle
dans notre galaxie, les objets compacts dans le Halo affectent les images des étoiles du nuage
de Magellan (Aubourg and Palanque-Delabrouille 1999). À l’échelle suivante, les galaxies
peuvent produire des images multiples des QSOs (objets quasi-stellaires) (Walsh et al. 1979),
comme elles peuvent créer des distorsions dans les images des autres galaxies. Finalement, à
plus grande échelle, les amas de galaxies qui sont les lentilles gravitationnelles les plus puis-
santes observées modifient la forme des galaxies distantes en formant des arcs géants ou plus
petits (Kneib et al. 1996). A l’échelle au-dessus, les structures à grande échelle créent des
distorsions des galaxies en arrière-plan (Refregier 2003b).

L’analyse de plus en plus fine de ces effets permet d’une part de reconstruire avec précision
la distribution de masse au coeur des amas là où le potentiel gravitationnel est le plus fort,
c’est-à-dire là où les effets de lentille gravitationnelle sont les plus importants. Et d’autre
part, ces déformations permettent d’élaborer des cartes de densité de matière d’une grande
fraction du ciel projeté en utilisant les effets de lentille gravitationnelle faibles. Grâce à de
telles reconstructions, on ne cesse d’améliorer les contraintes que l’on a sur certains paramètres
cosmologiques.

1.2.2 La théorie des lentilles gravitationnelles

Comme nous venons de le voir, le rayon lumineux subit une déviation en présence d’objets
massifs sur la ligne de visée. Cette déviation dépend de la distribution de masse de l’objet.
Toute la matière rencontrée pendant son trajet le dévie de plus en plus (voir Fig. 1.9). Pour
une source lointaine, l’angle de déviation total dépend ainsi de la masse projetée le long de
la ligne de visée.

Fig. 1.9 – Illustration de l’effet de lentille gravitationnelle par des structures à grande échelle.
Les photons allant des galaxies lointaines (à droite) vers l’observateur (à gauche) sont déviés
par les structures (au milieu) que l’on appelle des lentilles gravitationnelles. Les déviations
subies par les photons crées des distorsions dans les galaxies observées. La mesure de ces
distorsions permet de remonter à la distribution de masse qui les a générées.

Cette déviation produit des effets de lentille gravitationnelle que l’on peut observer sur
les images des galaxies lointaines. Nous allons essayer de comprendre tous ces effets de lentille
gravitationnelle en commençant par rappeler leurs bases théoriques.
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L’angle de déviation

Pour déterminer l’angle de déviation à l’origine des effets de lentille gravitationnelle, il
faudrait résoudre les équations de la Relativité Générale et ainsi déterminer les géodésiques
pour une distribution de masse donnée. La théorie des lentilles gravitationnelles peut être
décrite plus simplement en partant du principe de Fermat qui est bien connu en optique
géométrique. Selon ce principe, la lumière choisit le chemin le plus court pour aller d’une
source donnée à un observateur. Le temps de parcours de la lumière dans un milieu est donné
par l’indice de réfraction n qui donne la vitesse dans ce milieu en fonction de la vitesse dans le
vide. Une interprétation possible est de considérer que la lumière est ralentie en présence d’un
champ gravitationnel. Nous utiliserons ce formalisme malgré le fait qu’en Relativité Générale
la vitesse de la lumière est une constante c. Dans la plupart des applications astrophysiques
des lentilles gravitationnelles, le champ gravitationnel peut être décrit comme un potentiel
gravitationnel Newtonien Φ(~r) que l’on suppose faible Φ � c2. Sous ces hypothèses, l’indice
de réfraction effectif peut s’écrire (Schneider et al. 1992) :

n = 1 +
2
c2
|Φ|. (1.6)

La vitesse de propagation de la lumière dans cette région perturbée devient (au 1er ordre) :

c′ =
c

n
=

c

1 + 2
c2
|Φ|

∼= c

(
1− 2

c2
|Φ|
)

. c. (1.7)

Les rayons lumineux sont ainsi déviés et l’angle de déflexion α peut être obtenu en intégrant
le long du trajet de la lumière la composante de l’indice de réfraction perpendiculaire à la
ligne de vue :

~α(~ξ) = −
∫
~∇⊥n(~r)dz =

2
c2

∫
~∇⊥Φ(~r)dz, (1.8)

où ~ξ est le paramètre d’impact dans le plan de la lentille.

Ce type d’effet peut être couramment observé sur les routes en été : la route chauffée par
le soleil occasionne un gradient de température important (air très chaud près de la route),
ce qui fait varier l’indice de réfraction de l’air en fonction de l’altitude. Contrairement à ce
cas cependant, l’angle de déflexion ~α ne dépend pas de la longueur d’onde et l’effet de lentille
gravitationnelle est achromatique. L’angle de déflexion est relié au potentiel gravitationnel
projeté Ψ. Ce dernier est obtenu en intégrant le potentiel newtonien à 3 dimensions Φ(~r) le
long de la ligne de visée, comme on peut le voir ci-dessous :

~α(~ξ) =
2
c2

∫
~∇⊥Φ(~r)dz = ~∇⊥

(
2
c2

∫
Φ(~r)dz,

)
︸ ︷︷ ︸

Ψ

(1.9)

où ~∇⊥ est la composante de l’opérateur gradient, perpendiculaire au rayon lumineux.

La trajectoire d’un rayon lumineux étant déviée, la position observée d’une source est
différente de sa position réelle. L’équation des lentilles que nous allons décrire dans le para-
graphe suivant permet de relier ces deux positions.
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L’équation des lentilles

Approximation des lentilles minces :
En principe, les rayons lumineux provenant d’une source qui traverse l’espace-temps pour nous
parvenir sont affectés par toute la matière intégrée le long de la ligne de visée entre la source et
l’observateur. Une approximation souvent utilisée pour étudier les lentilles gravitationnelles
est l’approximation des lentilles minces. Elle consiste à considérer que l’effet de lentille est
provoqué par une seule inhomogénéité de matière qui se trouve entre la source et l’observateur.
Comme on le fait en optique géométrique, le système est divisé en plusieurs plans : le plan
source, le plan de la lentille et le plan de l’observateur (voir Fig. 1.10). On suppose alors que
les rayons lumineux se déplacent sans subir aucune déflexion entre les plans et qu’ils subissent
une légère déflexion α au niveau du plan de la lentille.

Fig. 1.10 – Approximation des lentilles minces.

Cette approximation est très utilisée lorsque l’on étudie les effets de lentille induits par
des objets compacts tels que les amas de galaxies ou les galaxies. Il est bien évident qu’une
approche plus complexe est utilisé pour étudier les effets de lentille induits par des objets
étendus tels que les structures à grande échelle. Pour des raisons de simplicité, nous conti-
nuerons à utiliser cette approximation dans ce manuscrit.

Equation des lentilles :
Pour une lentille mince stationnaire et dans le cas de petits angles de déflexion, la physique
de l’effet de lentille gravitationnelle est contenue dans l’équation des lentilles :

~θS = ~θI −
DLS

DOS
~α(~ξ), (1.10)

qui exprime la position apparente des images θI en fonction de la vraie position de la source
θS (voir Fig. 1.10). Les termes DLS et DOS sont respectivement les distances de la lentille à
la source et de l’observateur à la source. Le terme devant l’angle de déflexion exprime le fait
que l’effet apparent de déplacement de la position d’un objet sur le plan image est d’autant
plus grand que ce plan est loin derrière la lentille.
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Cette équation peut-être résolue pour trouver la relation entre le plan objet et le plan de
la lentille. Si la déflexion par la lentille est faible, on associe à chaque objet une seule image
dont les coordonnées ont été déformées. C’est ce qu’on appelle l’effet de lentille gravitation-
nelle faible. Si la déflexion par la lentille devient importante, la relation n’est plus bijective.
On peut alors associer à chaque objet plusieurs images. L’équation des lentilles reste valable
pour les effets de lentille gravitationnelle forts.

L’anneau d’Einstein :
Dans le cas d’un alignement parfait entre la source (S), l’observateur (O) et une lentille
axialement symétrique (L) (voir Fig. 1.11), on a θS = 0 et on vérifie facilement :

α =
DOS

DLS
θI . (1.11)

Fig. 1.11 – Schéma géométrique de l’effet de lentille gravitationnelle dans le cas d’un aligne-
ment parfait

L’observateur verra un anneau circulaire centré sur le déflecteur. La taille de l’anneau dépend
de la masse totale de la lentille contenue à l’intérieur du rayon angulaire θE :

θE =
√

4GM
c2

DLS

DOLDOS
, (1.12)

où θE est le rayon angulaire de l’anneau que l’on appelle Anneau d’Einstein.
Sur la Fig. 1.7, on peut voir 8 anneaux d’Einstein observés par le Hubble Space Telescope
(HST) avec la caméra ACS (Advanced Camera for Surveys). La probabilité d’observer un
alignement parfait est faible. Par contre le cas d’alignement approximatif entre la source, la
lentille et l’observateur est moins rare. Remarquons, que c’est Chwolson (1924) qui le premier
suggère l’idée de la formation d’une image annulaire dans le cas d’un alignement parfait entre
l’observateur et deux étoiles situées à des distances différentes.

La convergence κ et la densité de masse projetée critique ΣC

Quand la déflexion des rayons par la lentille est forte, l’équation des lentilles 1.10 peut avoir
plusieurs solutions, c’est-à-dire qu’une source à la position θS peut avoir plusieurs images
à des positions θiI . Pour quantifier la puissance de la lentille, on définit une distribution de
masse sans dimension : la convergence κ qui permet de séparer les deux régimes :

κ =
Σ
ΣC

, (1.13)

où Σ est la densité de masse de la lentille projetée dans un plan perpendiculaire à la ligne de
visée et ΣC la densité de masse projetée critique définie comme suit :
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ΣC =
DOS

DOLDLS

c2

4πG
. (1.14)

La densité de masse projetée critique est la densité à partir de laquelle on observe des images
multiples. Elle dépend uniquement des positions angulaires Source, Lentille, Observateur et
donc du décalage spectral. Quand la distribution de masse i.e. la convergence κ est supérieure
à 1 alors on forme plusieurs images pour une même source. Ainsi, la convergence marque la
limite entre le cas des lentilles gravitationnelles faibles et celui des lentilles gravitationnelles
fortes. Ainsi quand κ > 1 on est dans le cas des lentilles fortes et quand κ < 1 dans celui des
lentilles faibles.

Il est possible également d’écrire la convergence κ à partir du Laplacien du potentiel gra-
vitationnel Ψ définit précédemment :

∇2Ψ(~θI) = 2κ(~θI). (1.15)

Chacun des régimes : faible et fort des lentilles gravitationnelles a son intérêt. Les effets de
lentille gravitationnelle forts sont rares. Mais ils permettent de bien contraindre le potentiel
gravitationnel au coeur des amas là où les effets gravitationnels sont les plus forts. Les effets
de lentille gravitationnelle faibles sont souvent difficiles à quantifier, mais ils sont présents
dans chaque amas de galaxies. Ils permettent ainsi de contraindre le potentiel gravitationnel
sur des plus grandes échelles.

Nous allons maintenant nous intéresser aux différents effets de lentille gravitationnelle
observables.

1.2.3 Les différents effets de lentille gravitationnelle

Comme nous allons le voir, les effets induits par les lentilles gravitationnelles sur les
galaxies lointaines sont nombreux : cisaillement, flexion, amplification de la luminosité ap-
parente des galaxies,... Tous ces effets observables sur les images des galaxies en arrière-plan
sont liés au fait que les rayons lumineux qui proviennent des différents points de la source
sont déviés différemment en fonction de leur point d’impact sur la lentille.

Nous allons maintenant rentrer dans le détail de chacun de ces effets pour mieux com-
prendre comment ils peuvent être utilisés comme des outils pour sonder la distribution de
matière noire et pour contraindre le modèle cosmologique.

Pour quantifier ces effets, il faut résoudre l’équation des lentilles. En supposant l’angle θI
petit, on peut faire un développement de Taylor à l’ordre 2 de l’opérateur de distorsion (voir
l’équation 1.10) comme suit :

θS,i = AijθI,j +
1
2
DijkθI,jθI,k, (1.16)

où i représente la ieme composante dans le plan de la lentille et j et k les composantes dans
le plan source.

La matrice de distorsion (A)

Les déformations de l’image sont caractérisées localement en calculant la dérivée de
l’équation des lentilles et peuvent être décrites par sa matrice Jacobienne A correspondant
à la matrice des dérivées partielles du 1er ordre. Cette matrice est appelée habituellement
matrice de distorsion et s’écrit :
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Ai,j =
∂θS,i
∂θI,j

= δi,j −
∂αi(θI,i)
∂θI,j

= δi,j −
∂2Ψ(θI,i)
∂θI,i∂θI,j

. (1.17)

Le cisaillement gravitationnel (γ)

Le cisaillement gravitationnel γ est une mesure des déformations de l’image au 1er ordre.
La matrice A peut s’écrire en fonction du cisaillement γ = γ1 + iγ2 comme suit :

A =
(

1− κ− γ1 γ2

γ2 1− κ+ γ1

)
. (1.18)

Les composantes de cisaillement sont reliées au potentiel gravitationnel par :

γ1 =
1
2

[
∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,1

− ∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,2

]
et γ2 =

∂2Ψ(θ̃I)
∂θI,1∂θI,2

. (1.19)

Le cisaillement γ1, γ2 est responsable des distorsions de l’image, il agit comme une distorsion
anisotrope sur le faisceau. En supposant qu’une galaxie soit initialement circulaire de diamètre
∅ = 1, le cisaillement gravitationnel la transforme en une ellipse d’axe majeur a = 1

1−κ−|γ|
et d’axe mineur b = 1

1−κ+|γ| (d’après les valeurs propres de la matrice de distorsion). Cette
déformation anisotrope est engendrée par un effet différentiel (de marée) du champ de gravi-
tation. Les coefficients de cisaillement γ1 et γ2 peuvent être reliés aux paramètres d’ellipticité
des images (i.e. aux moments d’ordre 2).

La convergence (κ)

La convergence κ que l’on a défini précédemment est reliée à la trace de la matrice A :

tr(A) = A1,1 +A2,2 = δ1,1 + δ2,2 −
∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,1

+
∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,2

,

tr(A) = 2−4Ψ(~θI) = 2− 2κ = 2(1− κ), (1.20)

car le Laplacien est égal par définition à :

4Ψ(~θ) =
∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,1

+
∂2Ψ(~θI)
∂θ2

I,2

. (1.21)

La convergence κ est ainsi donnée par le laplacien du potentiel projeté sur la ligne de
visée et est donc directement proportionnelle à la densité de masse projetée de la lentille. Par
abus de langage, on appelle souvent κ la distribution de masse.

La matrice de distorsion peut se réécrire :

A = (1− κ)
(

1 0
0 1

)
− γ

(
cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ

)
, (1.22)

où l’on utilise la notation γ1 = γ cos 2ϕ et γ2 = γ sin 2ϕ. On peut ainsi voir deux effets
distincts des lentilles gravitationnelles : la convergence et le cisaillement.
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S’il n’y a pas de cisaillement, la matrice A devient proportionnelle à la matrice unité.
Ainsi, les images apparaissent étirées ou contractées de manière isotrope mais sans subir de
distorsion.

La convergence κ est donc à l’origine de la focalisation isotrope des rayons lumineux don-
nant une image de la même forme mais de taille différente.

L’effet de magnification (µ)

Une autre conséquence importante de la distorsion gravitationnelle est l’amplification de
la luminosité apparente des galaxies lointaines que nous appellerons ”effet de magnification”
par la suite. Les effets de lentille gravitationnelle n’altèrent pas la brillance de surface des
images : l’intensité maximale et l’intensité minimale restent les mêmes mais ils changent
l’angle solide sous lequel est vue la (ou les) source(s) générant un effet de magnification.

Etant donné que l’angle θI est transformé en l’angle θS et puisque le flux reçu provenant
d’une source est obtenu par le produit entre la brillance de surface et l’angle solide, les images
subissent donc un effet de magnification, c’est-à-dire que le flux est multiplié par un facteur
A = dΩ

dΩ0
où dΩ correspond à l’angle solide observée et dΩ0 correspond à l’angle solide en

l’absence de lentille.
Certaines images sont amplifiées par un facteur A > 1 d’autres par un facteur A < 1,

mais le flux total reçu, en sommant toutes les images est toujours amplifié par les effets de
lentilles.

L’effet de magnification µ est aussi donné par l’inverse du déterminant de la matrice du
Jacobien et est définie ainsi :

µ =
1

det(A)
=

1
(1− κ)2 − |γ|2

. (1.23)

Pour cette raison la matrice A−1 est souvent appelé la matrice d’amplification. Ces valeurs
propres mesurent l’amplification selon la direction tangentielle et radiale et sont données par :

µ1 =
1
λ1

=
1

1− κ− |γ|
,

µ2 =
1
λ2

=
1

1− κ+ |γ|
. (1.24)

L’effet de magnification est idéalement infinie si λ1 = 0 ou λ2 = 0. Ces deux conditions
définissent deux courbes dans le plan de la lentille appelées ”lignes critiques” : tangentielle et
radiale. Une image qui se forme le long de la ligne critique tangentielle est fortement étirée
tangentiellement à la ligne. Une image qui se forme prés de la ligne critique radiale est étirée
dans la direction perpendiculaire à cette ligne. La projection de ces deux courbes sur le plan
source est appelée ”lignes caustiques”.

Les effets de magnification sont moins souvent utilisés que le cisaillement car on ne connâıt
pas le flux intrinsèque de chaque source et qu’il n’a aucune raison de tendre vers zéro en
moyenne. Cependant ces effets de magnification peuvent être un atout pour normaliser la
distribution de masse. Dans Umetsu and Broadhurst (2007), les auteurs proposent d’utiliser
à la fois les effets de cisaillement et les effets de magnification pour reconstruire la distribution
de masse de l’amas Abell 1689.

La flexion (F et G)

Il a été montré récemment (Goldberg and Bacon 2005; Bacon et al. 2006) que les lentilles
gravitationnelles peuvent générer une ”flexion” c’est-à-dire une courbure dans l’image de la
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galaxie. Dans Goldberg and Bacon (2005), il a été montré que cette flexion est caractérisée
par la dérivée seconde de l’équation des lentilles (voir l’équation 1.16) décrite par la matrice
D et qu’elle peut s’écrire en termes de dérivées du champ de cisaillement :

Dij1 =
∂Aij
∂θI,1

=

(
−2 ∂γ1

∂θI,1
− ∂γ2

∂θI,2
− ∂γ2
∂θI,1

− ∂γ2
∂θI,1

− ∂γ2
∂θI,2

)
,

Dij2 =
∂Aij
∂θI,2

=

(
− ∂γ2
∂θI,1

− ∂γ2
∂θI,2

− ∂γ2
∂θI,2

2 ∂γ2
∂θI,2

− ∂γ2
∂θI,1

)
. (1.25)

Pour simplifier l’analyse, on peut introduire un opérateur gradient complexe comme suggéré
par Schramm and Kayser (1995). L’opérateur gradient complexe est défini comme suit :

∂ = ∂1 + i∂2 =
∂

∂θI,1
+ i

∂

∂θI,2
. (1.26)

En appliquant l’opérateur sur le potentiel gravitationnel Ψ, on obtient le champ de déflexion
gravitationnelle α :

α = α1 + iα2 = ∂Ψ. (1.27)

En appliquant l’opérateur gradient conjugué sur le champ de déflexion α, on retrouve le
champ de convergence κ

κ =
1
2
∂∗α =

1
2
∂∗α = ∂∗∂Ψ. (1.28)

Et en appliquant l’opérateur gradient sur le champ de déflexion α, on retrouve le champ de
cisaillement complexe γ

γ = γ1 + iγ2 =
1
2
∂∂Ψ. (1.29)

Dans Goldberg and Bacon (2005), ce formalisme complexe permet de généraliser l’analyse à
un ordre supérieur :

F =
1
2
∂∂∗∂Ψ = ∂κ = ∂∗γ, (1.30)

G =
1
2
∂∂∂Ψ = ∂γ, (1.31)

où F est la 1ere flexion et G est la 2eme flexion. Ces deux composantes de flexion peuvent être
écrites en fonction du gradient des composantes du cisaillement, comme suit :

F = (∂1γ1 + ∂2γ2) + i(∂1γ2 − ∂2γ1), (1.32)
G = (∂1γ1 − ∂2γ2) + i(∂1γ2 + ∂2γ1). (1.33)

Il a été montré récemment par Goldberg and Bacon (2005); Bacon et al. (2006) que la
mesure de cette flexion peut permettre de reconstruire la distribution de masse de la lentille
(comme le permet la mesure du cisaillement) avec un meilleur rapport signal-sur-bruit. Nous
en discuterons un peu plus loin.
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Le temps de retard (t)

La déflexion des rayons lumineux par le potentiel gravitationnel est à l’origine d’un retard
dans la propagation de la lumière et donc dans la réception par l’observateur du signal émis
par la source.

Ainsi le temps que met la lumière à aller de la source à l’observateur en suivant deux
chemins différents dans le cas d’images multiples est typiquement différent. Ainsi si la courbe
de lumière de la source est variable, par exemple si elle présente des caractéristiques parti-
culières, elles apparaissent d’abord dans celle où le temps de parcours est le plus court et se
répète ensuite avec un certain retard dans les autres images.
Ce retard est appelé le retard de Shapiro (Shapiro 1964) :

4t =
1
4ν

4l =

observateur∫
source

2
c3
|Φ|dl. (1.34)

Ce retard a deux composantes : la première est liée au chemin emprunté par la lumière qui est
modifié dans le cas de la perturbation par une lentille (Fig. 1.12). Le retard est proportionnel
au carré de la séparation angulaire entre la position intrinsèque de la source et celle de son
image. La deuxième est liée au ralentissement des photons pendant qu’ils traversent le champ
gravitationnel.

Fig. 1.12 – Schéma simple des lentilles où on peut voir que la lumière emprunte des chemins
différents pour les 2 images de la même source.

L’étude de cet effet de lentille gravitationnelle fournit un moyen pour la détermination
de la constante de Hubble H0 qui intervient dans la ”loi de Hubble”. Notons que l’inverse
de H0 permet de remonter à l’âge de notre Univers T = f(1/H0). La méthode est basée sur
la mesure du décalage temporel entre les différentes images d’une même source. Pour cela, il
faut que la source présente des variations temporelles de lumière.

1.2.4 Conclusion

Les effets de lentille gravitationnelle sont multiples. Ces dernières années l’effet de lentille
gravitationnelle faible est devenu la sonde cosmologique privilégiée pour mesurer la géométrie
et la dynamique de l’Univers. Par l’empreinte qu’elles laissent dans l’image des galaxies
lointaines, les lentilles gravitationnelles faibles permettent de sonder l’Univers. L’objectif à
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terme étant de véritablement cartographier la distribution de matière noire à grande échelle
ce qui doit permettre d’affiner notre compréhension de l’évolution de l’Univers et d’imposer
ainsi des contraintes sur le modèle cosmologique.
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Bien que les arcs gravitationnels provoqués par de fortes concentrations de masse soient
les effets gravitationnels les plus spectaculaires, ce ne sont pas les seuls effets gravitationnels
à être étudiés, comme nous venons de le voir §1.2.3. Toute concentration de masse perturbe
les géodésiques que parcourent les photons arrivant jusqu’à nous et peut ainsi produire des
effets de lentille gravitationnelle. L’intensité du phénomène est variable. Elle dépend de la
distribution de matière de la lentille qui est à l’origine des perturbations et de la position
relative de la source, de l’observateur et de la lentille. On s’attend donc à ce que toutes les
images des galaxies lointaines subissent des déformations par des structures gravitationnelles
d’avant-plan. En observant les effets de lentille gravitationnelle faibles sur toutes ces galaxies
lointaines, on peut détecter la matière contenue dans tous les systèmes gravitationnels qui
ont été traversés par la lumière qui nous arrive.

Les effets de lentille gravitationnelle faibles ont été détectés pour la première fois à la fin
des années 1990 (Van Waerbeke et al. 2000; Kaiser et al. 2000; Wittman et al. 2000; Bacon
et al. 2000). Depuis, les effets de lentille gravitationnelle faibles sont utilisés pour contraindre
la cosmologie. Pour cela, une mesure précise des déformations des galaxies lointaines est
nécessaire qui consiste à estimer le cisaillement : γ1 et γ2 avec précision (voir équation 1.19).
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Les premières études se sont concentrées essentiellement sur les statistiques à deux points du
cisaillement (Maoli et al. 2001; Refregier et al. 2002; Hoekstra et al. 2002; Hamana et al. 2003;
Semboloni et al. 2006; Hoekstra et al. 2006) et d’autres statistiques assez simple (Bernardeau
et al. 1997; Jarvis et al. 2004; Kilbinger and Schneider 2005), leur objectif étant de mesurer
les paramètres cosmologiques. Récemment, les études se tournent vers la cartographie de la
matière noire (Bergé et al. 2008; Massey et al. 2007b).

L’effet de lentille gravitationnelle faible est un outil très efficace pour contraindre le modèle
cosmologique mais l’amplitude de cet effet est si faible que sa détection nécessite une longue
châıne de traitement pour corriger toutes les erreurs statistiques et systématiques qui peuvent
enlever de la précision à la mesure. De nos jours, la mesure du cisaillement gravitationnel fait
l’objet d’une vive compétition internationale (Mellier 1999; Bartelmann and Schneider 2001;
Refregier 2003b; Munshi et al. 2006).

Dans ce chapitre, nous décrivons les différentes étapes de la châıne de traitement qui sont
habituellement utilisées pour mettre des contraintes sur le modèle cosmologique à partir des
effets de lentille gravitationnelle faibles. Cette thèse a pour but d’améliorer certaines parties
de cette châıne de traitement en proposant de nouvelles méthodes que nous présentons aux
chapitres IV, V et VI.

Dans une première partie, nous montrons comment à partir des images en sortie des
télescopes, on génère un catalogue de galaxies. Dans ce catalogue de galaxies sont donnés la
position de chaque galaxie ainsi que le cisaillement permettant ainsi de reconstruire des cartes
de cisaillement. Dans une deuxième partie, nous parlons des méthodes existantes pour dériver
une carte de convergence à partir des cartes de cisaillement. Nous présentons également une
étude que nous avons menée pour comparer le résultat de la reconstruction obtenu à partir des
cartes de cisaillement et celui à partir des cartes de flexion. Dans une troisième partie, nous
décrivons les méthodes de filtrage qui sont habituellement utilisées pour filtrer la carte de
convergence permettant ainsi de cartographier la distribution de matière (noire et ordinaire)
de l’Univers. Enfin, dans une dernière partie, nous décrivons les outils statistiques qui sont
habituellement utilisés pour contraindre les paramètres cosmologiques. Nous introduisons
alors une nouvelle méthode que nous avons développée permettant d’estimer le bispectre de
manière rapide et exacte en utilisant une FFT polaire. Enfin nous faisons une introduction
au problème des données manquantes dans l’analyse statistique des données de cisaillement.

2.1 Construction d’un catalogue de galaxies

2.1.1 Pré-traitement et erreurs systématiques

Pré-traitement des images en sortie des caméras CCD

Une première étape du traitement consiste à calibrer les images obtenues en sortie des
caméras CCD. Pour cela, une image en champ plat doit être réalisée qui consiste à mesu-
rer la réponse des CCD soumis à un éclairement uniforme. Cette image est ensuite utilisée
pour corriger les images de la réponse des pixels. Elle est également utilisée pour détecter les
pixels défectueux. Une image moyenne est ensuite réalisée pour chaque bande en faisant une
moyenne à partir des différentes images prises dans chaque bande. Cette image moyenne est
alors utilisée pour enlever les pixels frappés par des rayons cosmiques.

L’étape suivante consiste à mesurer le décalage spectral (ou redshifts) pour chaque galaxie
présente sur le champ. Pour cela, on utilise les différentes bandes du relevé pour dériver des
redshifts photométriques pour chaque galaxie (e.g. Connolly et al. 1995; Pello et al. 1996).
Ces redshifts sont ensuite calibrés en utilisant des redshifts spectroscopiques disponibles pour
certaines galaxies du champ. Ces redshifts sont utilisés pour corriger les images de certaines
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erreurs systématiques ou bien pour reconstruire une distribution de matière noire 3D.

Avant de pouvoir estimer le cisaillement gravitationnel, il faut corriger l’image des erreurs
systématiques qui introduisent des anisotropies et biaisent ainsi la mesure.

Les biais instrumentaux : la PSF

Parmi les systématiques qui peuvent biaiser la mesure de cisaillement, la PSF (pour Point
Spread Function) également appelée réponse impulsionnelle, est un des effets majeurs.

La réponse impulsionnelle d’un système correspond à la sortie d’un système lorsque
l’entrée est une impulsion. Lorsque l’entrée ne correspond pas à une impulsion, l’entrée est
convoluée par cette réponse impulsionnelle.

I(θ) = S(θ) ∗H(θ). (2.1)

Dans le cas d’un système d’imagerie, l’entrée correspond à la source S que l’on cherche à
imager (galaxie, étoile,...), la sortie correspond à l’image de la source I et la réponse impul-
sionnelle H est appelée PSF. Le produit de convolution est noté ∗.

La PSF n’est pas nécessairement à symétrie sphérique. Par conséquent, une galaxie cir-
culaire apparâıt allongée si elle est observée à travers une telle PSF anisotrope et l’effet est
similaire à celui produit par les lentilles gravitationnelles. Typiquement l’effet lié à la PSF est
d’environ 10% sur le cisaillement alors que l’effet lié aux lentilles gravitationnelles faibles est
attendu autour de 3%. Par conséquent, si nous voulons mesurer le cisaillement gravitationnel,
nous devons corriger les images en arrière-plan de leur PSF. Ce point est un problème majeur
dans la détection de l’effet de lentille gravitationnelle faible (voir Refregier 2003b, pour plus
de détails).

Les galaxies en arrière-plan sont donc toutes convoluées par la réponse impulsionnelle du
système d’imagerie qui est liée d’une part aux caractéristiques du télescope (aberration op-
tique, erreurs de guidage...), mais aussi à l’atmosphère (turbulence atmosphérique, réfraction
atmosphérique...).

Lorsque l’on cherche à mesurer les effets de lentille gravitationnelle qui sont des effets
très faibles, on ne peut pas se contenter de faire une modélisation statique de la réponse
impulsionnelle juste en considérant les caractéristiques du télescope et de l’atmosphère. En
effet, compte-tenu de la précision dont on a besoin sur la mesure, une méthode plus précise
pour tenir compte des variations de la PSF dans le temps et dans l’espace est nécessaire.

Pour plus de précision, on utilise donc une méthode qui consiste à repérer les étoiles qu’il
y a sur le champ et à les utiliser pour obtenir localement la réponse impulsionnelle du système
d’imagerie. Les étoiles n’étant pas résolues sur le champ on peut les modéliser par une im-
pulsion de Dirac, leur image est donc par définition la PSF à la position de chaque étoile.

Une fois la PSF estimée pour chaque étoile du champ, on peut corriger l’image de la PSF
par déconvolution. Mais, la PSF varie dans une image (en forme, taille...) et ses propriétés à la
position d’une galaxie sont différentes de celles à une autre position. La correction de la PSF
nécessite sa connaissance à la position de chaque galaxie dans l’image. Une interpolation est
donc nécessaire pour estimer la PSF aux positions des galaxies à partir de celle à la position
des étoiles. La fonction de la PSF n’étant pas totalement connue, le choix des paramètres à
interpoler dépend de la méthode que l’on utilise pour estimer le cisaillement. Si on s’appuie sur
des techniques telles que KSB décrite §2.1.2 (Kaiser et al. 1995) ou RRG (Rhodes et al. 2000)
pour estimer le cisaillement, l’interpolation se fera sur les ellipticités ou sur les quadripôles de
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la PSF. Par contre, si on utilise la méthode des shapelets également décrite §2.1.2 (Refregier
2003a; Refregier and Bacon 2003) l’interpolation se fera sur les coefficients de la décomposition
en shapelets.

Plusieurs types d’interpolation sont alors possibles, leur efficacité dépend du type de
données, selon que la PSF varie plus ou moins vite. Pour des images avec des faibles variations
spatiales de la PSF, une interpolation polynomiale parait bien indiquée. Par contre quand les
variations deviennent plus importantes des méthodes d’interpolation un peu plus compliquées
peuvent devenir nécessaires.

Autres sources de contamination

Habituellement pour mesurer le cisaillement, on réalise une moyenne sur un certain
nombre de galaxies en faisant l’hypothèse que l’ellipticité moyenne intrinsèque des galaxies
tend vers zéro quand le nombre de galaxies devient grand. Une autre source de contamination
pour l’effet de lentille gravitationnelle est liée à l’alignement intrinsèque des galaxies d’arrière-
plan donnant lieu à des corrélations intrinsèques. On distingue deux types de corrélations :

– La première appelé corrélation Intrinsèque-Intrinsèque (II) provient de la corrélation
de l’ellipticité intrinsèque des galaxies d’arrière-plan pour des galaxies voisines. C’est
à dire que des galaxies voisines possèdent une même ellipticité. Ce qui peut arriver
quand l’ellipticité intrinsèque des galaxies est affectée par les forces de marée liées aux
grandes structures. L’erreur systématique introduite par ces effets de marée est reliée
à la physique de formation des galaxies que l’on ne mâıtrise pas encore très bien. Une
méthode qui est souvent utilisée pour réduire cette contamination consiste à utiliser
les mesures de décalage spectral photométrique de chacune des galaxies afin de ne pas
considérer les paires de galaxies trop proches (Heymans et al. 2006b; Bridle and King
2007). La corrélation intrinsèque n’est donc pas un problème si on dispose de la mesure
du décalage spectral des galaxies en arrière-plan.

– La deuxième appelé Gravitationnel-Intrinsèque (GI) provient des corrélations entre l’el-
lipticité intrinsèque des galaxies d’arrière-plan et l’ellipticité des galaxies d’arrière-plan
induite par le champ de cisaillement. Ces corrélations surviennent quand la lentille gra-
vitationnelle a une influence sur l’ellipticité intrinsèque des galaxies. Cet effet n’est pas
encore bien connu et semble notamment dépendre de la morphologie des galaxies en
arrière-plan (Heymans et al. 2006b). La contamination introduite par cet effet semble
être importante pouvant atteindre 10 % si elle n’est pas corrigée (Hirata and Seljak
2004) et elle reste aujourd’hui encore parmi les effets systématiques les plus délicats à
traiter (Joachimi and Schneider 2008) !

L’estimation de la fonction de corrélation à deux-points du cisaillement ξi,j que nous
définissons précisément un peu plus loin §2.4.1 est ainsi biaisée par ces deux termes parasites :

ξi,j = ξGGi,j + ξIIi,j + ξGIi,j . (2.2)

Le terme ξGGi,j est celui que l’on cherche à mesurer habituellement qui correspond à la
corrélation Gravitationnel-Gravitationnel. Il nous permet de savoir les corrélations présentes
à chaque échelle dans la distribution de matière noire.

2.1.2 Estimation du cisaillement gravitationnel

Mettant de côté les systématiques, l’estimation du cisaillement à partir de la forme des
galaxies en arrière-plan est également très ambitieuse. Bien que les composantes du cisaille-
ment γ1 et γ2 décrivent les déformations anisotropes des images, elles ne sont pas directement
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reliées à des observables. Un effort particulier a été consacré au développement de méthodes
pour tenter d’estimer au mieux le cisaillement gravitationnel.

Le programme STEP

Les auteurs de ces méthodes se sont tous réunis autour du projet STEP (Shear Testing
Program) né en 2004 pour comparer la précision et la fiabilité de leurs méthodes sur un même
jeu de simulations (voir Heymans et al. 2006a; Massey et al. 2007a). Cette collaboration ayant
pour ambition d’atteindre une précision de 1% sur la mesure du cisaillement gravitationnel
pour répondre aux exigences des futurs relevés.

Toutes ces méthodes estiment tout d’abord une ellipticité pour chaque galaxie. La définition
de cette ellipticité varie d’une méthode à une autre, par contre cette ellipticité a pour parti-
cularité qu’elle est directement reliée à une quantité observable.

Ensuite, pour obtenir un estimateur non biaisé du cisaillement, chaque méthode doit
trouver la relation qui existe entre l’ellipticité et le cisaillement gravitationnel pour chaque
valeur du cisaillement :

γ̃ =
ε

P γ
, (2.3)

où γ̃ est le cisaillement estimé, ε est l’ellipticité mesurée et P γ est appelé le facteur de sus-
ceptibilité. Toute la difficulté réside dans l’estimation de ce facteur de susceptibilité.

Un grand nombre de techniques a été développé pour mesurer la déformation des ga-
laxies. Nous allons décrire deux des principales méthodes. La première, la plus ancienne est
la méthode KSB (Kaiser et al. 1995) qui est la plus utilisée dans les analyses du cisaille-
ment gravitationnel. Il en existe de nombreuses variantes qui conduisent à des mesures très
différentes faisant ainsi apparâıtre les instabilités intrinsèques de la méthode. La deuxième
méthode qui appartient aux méthodes de deuxième génération, la méthode des shapelets, est
plus rigoureuse.

La méthode KSB
La méthode KSB utilise les moments quadripolaires (ou d’ordre 2) Mi,j de la distribution de
la lumière de l’image S(θ) pour estimer l’ellipticité, définis comme suit :

Mi,j =
∫
θiθjS(θ)w(θ)dθ2 avec

∫
θiS(θ)w(θ)dθ2 = 0, (2.4)

où i (et j) ∈ [1, 2] et w(θ) correspond à une fonction de poids pour régulariser le bruit.
Les moments d’ordre 2 donnent l’information sur la direction de la déformation et son am-
plitude. Kaiser et al. (1995) choisit la définition suivante pour l’ellipticité :

ε1 =
M1,1 −M2,2

M1,1 +M2,2
,

ε2 =
2M1,2

M1,1 +M2,2
, (2.5)

où M1,1 −M2,2 correspond à l’aplatissement par rapport à x, 2M1,2 à l’aplatissement par
rapport à l’axe à 45◦ par rapport à x et M1,1 +M2,2 à l’information sur la taille.

La méthode KSB estime non seulement les déformations gravitationnelles mais elle uti-
lise aussi des techniques pour modéliser certains effets systématiques notamment la PSF liée
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à l’optique du télescope. De nombreuses variantes de la méthode KSB ont été développées
mais ces méthodes ne permettent pas d’atteindre la précision nécessaire pour les observations
futures.

La méthode des shapelets
La méthode des shapelets, dite de deuxième génération, a été introduite en 2003 par Refre-
gier (2003a); Refregier and Bacon (2003) pour tenter d’estimer le cisaillement gravitationnel
avec plus de précision. Cette nouvelle méthode dit de ”deuxième génération” propose de
résoudre le problème différemment, sans se focaliser sur les premiers moments de l’image des
galaxies. La méthode se base sur la décomposition linéaire de chaque image sur une base
orthonormale de fonctions localisées, appelées shapelets. Ces shapelets sont des polynômes
d’Hermite pondérés par une fonction Gaussienne et sont les fonctions propres de l’oscillateur
harmonique quantique. Les shapelets cartésiennes à 2 dimensions sont définies par :

Bn1,n2(x1, x2;β) = β−1φn1(
x1

β
)φn2(

x2

β
), (2.6)

où n1, n2 ∈ N et β est l’échelle caractéristique de l’objet à décomposer. Et φn est défini comme
suit :

φn(x) = [2n
√
πn!]−1/2Hn(x)e−x

2/2, (2.7)

où Hn est le polynôme d’Hermite d’ordre n. Les fonctions φn peuvent être vues comme une
perturbation autour de la Gaussienne φ0 définissant ainsi un dictionnaire de formes. Les
shapelets Bn constituent une base complète et orthonormale et une fonction f continue et
intégrable peut être décomposée de la manière suivante :

f(x, y) =
+∞∑

n1,n2=0

fn1,n2Bn1,n2(x, y;β), (2.8)

où le coefficient shapelet d’ordre n est donné par :

fn1,n2 =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)Bn1,n2(x, y;β)dxdy. (2.9)

Si β est suffisamment proche de la taille de l’objet et que l’origine de la décomposition est
proche du centre de l’objet, une décomposition sur les premières fonctions de base suffit à cap-
turer l’essentiel de l’information sur la forme de l’objet. On peut ainsi limiter la décomposition
aux nmax premiers termes :

f(x, y) ≈
n1+n2<nmax∑
n1,n2=0

fn1,n2Bn1,n2(x, y;β). (2.10)

Contrairement à la transformation en ondelettes qui décompose une image sur une base
dont les éléments (les ondelettes) ont tous la même forme mais dont l’échelle change. La
transformation en shapelets que l’on vient de définir décompose une image sur une base dont
les atomes élémentaires ont tous la même échelle donnée par β mais dont la forme change.
Les coefficients de la décomposition permettent ainsi de calculer les paramètres de formes de
manière plus précise. Les moments quadripolaires non pondérés (c’est-à-dire w(θ) =1) sont
définis de la manière suivante :
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M1,2 =
√
πβ3

impair∑
n1,n2

(n1 + 1)1/2(n2 + 1)1/2
(
C

n1+1
2

n1+1

)1/2(
C

n2+1
2

n2+1

)1/2

fn1,n2 ,

M1,1 =
√
πβ3

pair∑
n1,n2

2(2−n1−n2)/2(1 + 2n1)
(
C

n1
2
n1

)1/2(
C

n2
2
n2

)1/2

fn1,n2 ,

M2,2 =
√
πβ3

pair∑
n1,n2

2(2−n1−n2)/2(1 + 2n2)
(
C

n1
2
n1

)1/2(
C

n2
2
n2

)1/2

fn1,n2 , (2.11)

avec Cpn = p!
p!(n−p)! qui est le nombre de combinaisons de p éléments parmi n. Et l’ellipticité

est définie de la même manière que pour la méthode Kaiser et al. (1995), (voir équation 2.5).
Grâce à la transformation en shapelets, l’information de forme est contenue dans un

nombre limité de coefficients en supposant que la forme de la PSF soit suffisamment régulière.
La transformation en shapelets, nous donne donc une représentation parcimonieuse (voir §3.2)
des déformations de l’image. En concentrant l’information de forme qui nous intéresse, elle
fournit un cadre idéal pour estimer les déformations. La méthode des shapelets fait partie des
meilleures méthodes de mesure du cisaillement gravitationnel mais on n’a pas encore atteint
la précision de 1% nécessaire pour les futurs relevés.

Le challenge GREAT08

La communauté des lentilles gravitationnelles a fait un pas important en Octobre 2007
en décidant de s’adresser à des experts en traitement d’images par méthode d’apprentissage
pour les aider à résoudre le problème de mesure du cisaillement gravitationnel cosmologique.
Ils ont pour cela utilisé le réseau PASCAL qui fournit un cadre privilégié pour soumettre des
”challenges” à la communauté des méthodes par apprentissage automatique. Le but de ce
réseau étant de relever des défis technologiques pour d’autres communautés tout en ayant des
retombées sur leur propre communauté. Le challenge appelé GREAT08 (pour GRavitational
lEnsing Accuracy Testing) a été soumis en 2008 par la communauté des lentilles gravitation-
nelles faibles (Bridle et al. 2008). Ce challenge a pour ambition de faire émerger de nouvelles
méthodes en tirant profit d’une collaboration avec une nouvelle communauté.

2.2 Reconstruction de la carte de convergence

Une fois le cisaillement gravitationnel estimé avec la précision désirée, on peut soit faire
une analyse directement sur le champ de cisaillement soit dériver une carte de convergence à
partir du champ de cisaillement. La carte de convergence permet notamment de cartographier
la distribution de matière noire. D’autre part, l’analyse de la carte de convergence permet de
faire une analyse plus complète : elle permet de faire une analyse statistique sur les amas de
galaxies ce que ne permet pas l’analyse du champ de cisaillement.

Nous allons maintenant parler des méthodes qui permettent de reconstruire la carte de
convergence à partir des effets de lentille gravitationnelle faibles.

2.2.1 L’inversion au 1er ordre

Comme nous l’avons vu §1.2.3, le cisaillement gravitationnel γi(θ) (avec i = 1, 2) est
calculé à partir de la déformation des galaxies au 1er ordre.
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Les cartes de cisaillement

Un point important de l’effet de lentille gravitationnelle faible est que sa mesure est
statistique. En effet, la modification de forme causée par l’effet de lentille gravitationnelle
faible sur une seule galaxie est trop faible pour pouvoir être utilisée. Généralement des galaxies
qui sont proches les unes des autres subissent des déformations similaires. On peut ainsi faire
une moyenne sur un certain nombre de galaxies. Si on suppose que l’ellipticité intrinsèque εi
des galaxies est aléatoire d’une galaxie à l’autre, l’ellipticité moyenne intrinsèque sur un grand
nombre de galaxies, doit être nulle c’est-à-dire < εi >= 0. En pratique, on construit des cartes
de cisaillement γi en définissant une taille du pixel de manière à avoir une dizaine de galaxies
par pixel. La valeur du cisaillement pour chaque pixel de la carte est obtenue en faisant une
moyenne sur ces galaxies. Le nombre fini de galaxies fait que les cartes de cisaillement sont
forcément bruitées indépendamment des erreurs de mesure. Parfois on réalise une moyenne
pondérée par la distance au centre du pixel pour éviter d’avoir des variations importantes
dans la distribution de matière noire quand on change légèrement la taille du pixel.

L’inversion des cartes de cisaillement

Le problème de reconstruction de masse par inversion au 1er ordre consiste à reconstruire
la distribution de masse projetée (normalisée) κ(θ) c’est-à-dire la carte de convergence à par-
tir des cartes de cisaillement γi(θ). Il existe dans la littérature un certain nombre de formule
qui permettent de reconstruire la distribution d’un amas de galaxies en utilisant le champ
de cisaillement local. Une comparaison entre les différentes méthodes d’inversion locales est
disponible dans Seitz and Schneider (1996). Nous utilisons ici la méthode d’inversion globale
qui est proposée dans Starck et al. (2006b) qui permet de reconstruite la distribution de
masse d’une large région du ciel par inversion du champ de cisaillement global. Pour cela, on
considère la transformée de Fourier des équations 1.19 et 1.20 et on obtient :

γ̂i = P̂iκ̂, i = 1, 2. (2.12)

Les transformées de Fourier sont notées avec un chapeau. Et nous définissons les P̂i comme
suit :

P̂1(k) =
k2

1 − k2
2

k12 + k2
2

,

P̂2(k) =
2k1k2

k12 + k2
2

. (2.13)

Les cartes de cisaillement γi que l’on considère ici idéalement sans bruit peuvent être calculée
à partir de la carte de convergence κ en utilisant les expressions ci-dessus. La Fig. 2.1 à gauche
montre un exemple de carte de convergence simulée dérivées de simulations numériques 3D
(à N-corps) réalisées par Vale and White (2003). Sur la Fig. 2.1 à droite, on peut voir le
champ de cisaillement associé au champ de convergence simulé. La direction et la taille des
segments représentent l’orientation et l’amplitude du cisaillement.

Pour des observations réelles, un bruit se rajoute aux cartes de cisaillement observées qui
est lié d’une part à l’ellipticité intrinsèque des galaxies qui n’est pas nulle quand on moyenne
sur un nombre fini de galaxies et d’autre part à l’erreur sur la mesure de l’ellipticité des
galaxies. Ce bruit se retrouve ensuite dans la carte de convergence. Les relations entre les
cartes de cisaillement observées γ1n, γ2n d’une région A et la vraie carte de convergence κ
sont données par :

γin = Pi ∗ κ+Ni, i = 1, 2 (2.14)
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Fig. 2.1 – A gauche : Carte de convergence simulée (Vale and White, 2003) pour un modèle
ΛCDM qui couvre une région de 2◦ × 2◦ avec 1024 × 1024 pixels réalisée à partir d’une
simulation qui contient 5123 particules pour une taille de bôıte de 300h−1 Mpc. A droite :
Carte de cisaillement superposée à la carte de convergence. La taille et la direction de chaque
segment nous donne l’amplitude et la direction du cisaillement à cet endroit du ciel.

où N1 et N2 sont les contributions du bruit avec une moyenne égale à zéro et un écart-type
égal à σn ' σγε /

√
Ng, où Ng = ngA est le nombre moyen de galaxies dans un pixel, ng est

le nombre moyen de galaxies par arcmin2 et A la taille du pixel en arcmin2. σγε est l’erreur
sur la mesure du cisaillement par galaxie. Les composantes du bruit N1 et N2 proviennent de
l’erreur sur la mesure de cisaillement et peuvent être modélisées par un bruit blanc Gaussien
non-corrélé. Un bruit blanc Gaussien réaliste a donc été rajouté aux cartes de cisaillement
simulées (Vale and White 2003). Deux configurations ont été considérées :

– les observations spatiales où ng = 100 gal/arcmin2

– les observations au sol où ng = 20 gal/arcmin2

La densité de galaxies ng permet d’estimer la variance du bruit σn.

Décomposition en modes E et B

On peut facilement dériver une estimation de la distribution de masse par inversion en
remarquant que :

P̂1
2
+ P̂2

2
= 1. (2.15)

Comme tout champ de vecteurs, le champ de cisaillement γi(θ) peut être décomposé en
une composante électrique (E) aussi appelée gradient et une composante magnétique (B).
Etant donné que l’effet de lentille gravitationnelle dérive d’un potentiel scalaire (le potentiel
Newtonien), on peut facilement montrer que cet effet ne produit que des modes E.
L’estimateur des moindres carrés ˆ̃κ(E)

n de la convergence κ̂ dans le domaine de Fourier est
défini par :

ˆ̃κ(E)
n = P̂1γ̂1n + P̂2γ̂2n. (2.16)
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La relation entre cet estimateur et la vraie carte de convergence est ˆ̃κ(E)
n = κ̂ + N̂ , où

N̂ = P̂1N̂1 + P̂2N̂2.
Remarquons que pour retrouver κ à partir de γ1 (resp. γ2), il y a une dégénérescence quand
k2

1 = k2
2 (resp. quand k1 = 0 ou k2 = 0). Par conséquent, la valeur moyenne de κ ne peut pas

être récupérée à partir des cartes de cisaillement. Ceci découle du problème de dégénérescence
de masse (voir Bartelmann 1995).

Contrairement aux effets de lentille gravitationnelle, les erreurs systématiques qui peuvent
provenir d’une mauvaise correction de la PSF instrumentale ou d’aberrations liées au télescope
génèrent à la fois des modes E et B. L’existence de modes B dans la solution est ainsi couram-
ment utilisée pour tester la présence d’effets systématiques non corrigés dans les observations.
La décomposition du champ de cisaillement dans chacune de ces composantes peut être faci-
lement réalisée en remarquant qu’un mode B pur peut être transformé en un mode E pur par
une simple rotation du champ de cisaillement de 45◦ : γ′1 = −γ2, γ′2 = γ1. Par conséquent,
on peut construire un estimateur des modes B du champ de convergence comme suit :

ˆ̃κ(B)
n = P̂2γ̂

′
1n − P̂1γ̂

′
2n, (2.17)

qui doit être égal à zéro en l’absence de systématiques.

Fig. 2.2 – Carte de convergence bruitée κ(E)
n avec ng = 100 gal/arcmin2 reconstruite à partir

des mesures de cisaillement, correspondant à des observations spatiales avec une erreur de
mesure σγε = 0.3 arcsec−1. Même pour des observations spatiales qui sont censées être moins
bruitées, la carte de convergence non filtrée est dominée par le bruit.

Comme il découle de l’équation 2.15, le bruit N (E) et N (B) dans ˆ̃κ(E)
n et ˆ̃κ(B)

n est en-
core blanc, Gaussien et non-corrélé. Le filtrage inverse n’amplifie pas le bruit, mais ˆ̃κ(E)

n et
ˆ̃κ(B)
n peuvent être dominés par le bruit si N (E) et N (B) sont grands, ce qui est le cas en

pratique. La Fig. 2.2 représente ainsi la carte de convergence que l’on obtient pour des obser-
vations spatiales quand un bruit blanc Gaussien réaliste est ajouté aux cartes de cisaillement.
Comme attendu, la carte de convergence est dominée par le bruit. La variance du bruit est de
σn = 0.256 alors qu’elle est de σn = 0.576 pour des observations au sol si on garde la même
taille de pixel.
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Pour utiliser l’effet de lentille gravitationnelle faible pour cartographier la distribution de
matière noire, il faut parvenir à réduire le bruit des cartes de convergence. Dans le paragraphe
§2.3, nous présentons les méthodes de filtrage qui sont utilisées habituellement. Et dans le
chapitre §5.1.1, nous décrivons une nouvelle méthode de filtrage que nous avons développée
en utilisant une approche multi-échelles. Intéressons nous maintenant aux déformations du
2eme ordre, appelées ”flexion” que nous avons décrit §1.2.3.

2.2.2 L’inversion au 2eme ordre

La plupart du temps les variations du champ gravitationnel de la lentille sont supposées
négligeables sur une image. Cependant, il a été montré récemment (Irwin and Shmakova
2005; Goldberg and Bacon 2005; Bacon et al. 2006) que ces variations dans le champ peuvent
générer une ”flexion” c’est-à-dire une courbure dans l’image de la galaxie dans la région
intermédiaire entre les effets gravitationnels faibles et les effets gravitationnels forts. On peut
ainsi utiliser à la fois la mesure de cisaillement gravitationnel et la mesure de flexion des
images de galaxies pour reconstruire la distribution de masse de la lentille. L’estimation de
la flexion peut se faire comme dans le cas du cisaillement gravitationnel grâce aux shapelets,
(Goldberg and Bacon 2005; Bacon et al. 2006; Massey et al. 2007c). Une autre méthode
appelée HOLIC (pour Higher Order Lensing Image’s Characteristics) utilisant les moments
de l’image de la galaxie plutôt qu’une base de fonction pour estimer la flexion a été proposée
par Okura et al. (2007). Goldberg and Leonard (2007) a montré que cette méthode était plus
robuste que les shapelets pour estimer la flexion en présence de bruit.

Le problème d’inversion au 2eme ordre pour les lentilles gravitationnelles consiste à re-
construire la distribution de masse projetée κ(θ) à partir de la flexion F ou G.
Commençons d’abord par la 1ere composante de flexion F , en prenant la transformation de
Fourier de l’équation 1.30, on obtient :

F̂1 = −ik1κ̂(k),
F̂2 = −ik2κ̂(k). (2.18)

Par inversion de ces deux termes, on peut dériver la formule suivante qui permet d’estimer
la convergence κ de manière optimisée :

κ̂ =
ik1

k2
1 + k2

2

F̂1(k) +
ik2

k2
1 + k2

2

F̂2(k). (2.19)

Nous pouvons dériver le même type de relation pour la 2eme composante de flexion G. En
utilisant, l’équation 1.31, on peut écrire G comme une fonction du potentiel gravitationnel Ψ
comme suit :

G1 = (∂3
1 − 3∂1∂

2
2)Ψ,

G2 = (3∂2
1∂2 − ∂3

2)Ψ. (2.20)

Par transformation de Fourier on obtient :

Ĝ1 = i(k3
1 − 3k1k

2
2)Ψ̂,

Ĝ2 = i(3k2
1k2 − k3

2)Ψ̂. (2.21)

Comme précédemment, par inversion de ces deux termes, on peut dériver la formule suivante
qui permet d’estimer la convergence κ de manière optimisée :
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κ̂ = i
k3

1 − 3k1k
2
2

(k2
1 + k2

2)2
Ĝ1 + i

k3
2 − 3k2

1k2

(k2
1 + k2

2)2
Ĝ2. (2.22)

En utilisant les relations 2.16, 2.19 et 2.22, on peut dériver un estimateur de la convergence
κ.

Comme pour les cartes de cisaillement un bruit de mesure se rajoute aux cartes de flexion
réelles. Il a été montré par Okura et al. (2007) que la mesure de la flexion G était plus bruitée
que celle de la flexion F . Dans cette étude, nous utiliserons F . Les relations entre les données
observées F1n, F2n pixélisées d’une région A et la vraie carte de convergence κ sont ainsi
données par :

FiN = ∂iκ+Ni, (2.23)

où N1 et N2 sont les contributions de bruit avec une moyenne égale à zéro et un écart-type
égal à σn = σFε /

√
Ng. L’erreur sur la mesure de la flexion par galaxie σFε est comprise entre

σFε = 0.01 arcsec−1 (à z = 0) et σFε = 0.1 arcsec−1 (à z = 1). On choisit σFε ' 0.04 arcsec−1

comme Bacon et al. (2006), ce qui est une valeur assez optimiste selon l’auteur. On retrouve
ce bruit dans la carte de convergence κn.

Fig. 2.3, on peut voir une carte de convergence reconstruite à partir des mesures de flexion
F . La carte de convergence est bruitée par un bruit Gaussien coloré dont la puissance du
bruit est inversement proportionnelle à la fréquence k.

Fig. 2.3 – Carte de convergence bruitée κn avec ng = 100 gal/arcmin2 reconstruite à partir
des mesures de flexion Fi,N avec une erreur de mesure σFε ' 0.04 arcsec−1

2.2.3 Comparaison

D’après Bacon et al. (2006), la flexion devrait permettre de mieux reconstruire les échelles
les plus fines des amas que ne le permet le cisaillement. En effet, les effets de flexion sont
des déformations d’un ordre supérieur du potentiel gravitationnel, ils doivent donc permettre
de sonder la distribution de masse avec un peu plus de précision. Mais, qu’en est-il quand le
bruit de mesure se rajoute aux données ?



2.2 Reconstruction de la carte de convergence 41

Les caractéristiques du bruit de cisaillement

L’erreur de mesure dans l’estimation du cisaillement des galaxies en arrière-plan se traduit
par un bruit additif Gaussien sur chaque composante du cisaillement (voir l’équation 2.14).
L’écart-type sur la mesure du cisaillement par galaxie σγε vient d’une part des erreurs de
mesure et d’autre part de la forme intrinsèque des galaxies. La valeur (standard) de cet
écart-type est σγε ' 0.3 (Brainerd et al. 1996). Pour obtenir une carte de cisaillement avec
une erreur égale ou inférieure à 10%, pour chaque pixel, il nous faut faire une moyenne sur
un nombre Ng de galaxies déterminé par :

σγε√
Ng

' 0.3√
Ng

. 0.1. (2.24)

Donc Ng & 10. Considérant le théorème de la limite centrale, cela signifie que pour des
pixels de taille A & 1 arcmin2, le bruit Ni peut-être considéré Gaussien dans les deux cas
et non-corrélé en faisant une bonne approximation. On retrouve ce bruit dans la carte de
convergence κn sous forme d’un bruit blanc Gaussien additif :

κn = κ+N. (2.25)

Les caractéristiques du bruit de flexion

L’erreur de mesure dans l’estimation de la flexion des galaxies en arrière-plan se traduit
par un bruit additif Gaussien sur chaque composante de flexion F (voir l’équation 2.23).
L’écart-type sur la mesure de la flexion par galaxie σFε vient essentiellement des erreurs de
mesure. La valeur choisie pour cet écart-type est σFε ' 0.04 (Bacon et al. 2006). L’erreur
de mesure dans l’estimation de la flexion des galaxies en arrière-plan se traduit par un bruit
additif Gaussien coloré en 1/k sur la carte de convergence κn (Fig. 2.3) :

κn = κ+
N

k
. (2.26)

Comparaison entre le bruit de cisaillement et le bruit de flexion

Nous avons ensuite essayé de trouver pour quelle échelle la flexion devenait meilleure que
le cisaillement. Pour cela, nous avons tracé le spectre de puissance du bruit de cisaillement
et celui de flexion sur la même figure et nous avons cherché le point de croisement, voir Fig.
2.4. Le spectre de puissance du bruit de cisaillement est le même pour toutes les fréquences
car c’est un bruit blanc. Par contre le spectre de puissance de la flexion est inversement
proportionnel à la fréquence k.

Pour trouver le point de croisement de ces deux droites, nous avons repris les équations
2.16 et 2.19 pour calculer le spectre de puissance du bruit du cisaillement et de la flexion. On
trouve ainsi :

|Ñγ
B|

2 =

(
σγε√
nγg

)2

,

|ÑF
B |

2 =

 σFε√
nFg k

2

. (2.27)
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Fig. 2.4 – Spectre de puissance du bruit de cisaillement superposé à celui du bruit de flexion
obtenus à partir de cartes simulées

Le point de croisement kT est donc défini comme suit :

kT =
σFε
σγε

√
nγg
nFg

. (2.28)

Donc, la flexion devient intéressante pour des fréquences k > kT . Si on considère les
valeurs standards de σγε et σFε et que l’on considère que le nombre de galaxies par arcmin2

est le même dans la mesure de cisaillement et de flexion, cela correspond à des échelles de
7”. Or, comme on l’a montré avec l’équation 2.24, un pixel doit être composé d’une dizaine
de galaxies. En se plaçant dans un cas optimiste d’observations spatiales où le nombre de
galaxies par arcmin2 est de l’ordre de 100. On peut en déduire que les pixels de notre carte
de masse κ doivent être de l’ordre de 20”. Ce résultat permet de conclure que la flexion ne
peut être utilisée pour la cartographie de matière noire car celle-ci devient intéressante pour
des échelles plus petites que le pixel. Il faudrait une sensibilité telle que l’on ait plus de 700
galaxies par arcmin2 pour que celle-ci devienne intéressante.
Dans l’article de Bacon et al. (2006), les auteurs reconstruisent une carte de convergence d’un
amas simulé à partir de la mesure de flexion. Mais après discussion, les auteurs ont relevé une
erreur dans la partie reconstruction de masse qui les a fait sous-estimer d’un facteur 6 le bruit
dans les cartes de flexion. Dans l’article de Okura et al. (2007), les auteurs proposent aussi de
reconstruire une carte de convergence d’un amas simulé à partir de la mesure de flexion cette
fois-ci encore c’est l’erreur sur la mesure de la flexion σFε qui est très optimiste comme le disent
les propres auteurs. En effet, les auteurs choisissent σFε = 0.009 que l’on peut comparer avec
σFε = 0.04, adopté par les auteurs de Bacon et al. (2006) déjà qualifié de plutôt optimiste.
Typiquement la flexion domine pour des échelles beaucoup plus petites que le cisaillement.
Pour utiliser la flexion pour la reconstruction de cartes de matière noire, certains groupes
ont recours à des modèles d’amas (Leonard et al. 2007). Chaque amas reconstruit est ainsi
modélisé avec le profil de flexion associé. Une autre possibilité qui est également utilisé dans
Leonard et al. (2007) consiste à réduire l’erreur sur la mesure de la flexion σFε en additionnant
plusieurs images ce qui est couramment appelé ”stacking”. Cependant, même en utilisant un
modèle d’amas pour reconstruire la distribution de masse et en faisant du ”stacking”, seul
l’amas abell 1689, qui est l’amas qui produit les effets gravitationnels les plus importants,
a pu être reconstruit en utilisant la flexion. Pour cet amas, le nombre de galaxies brillantes
présentes sur le champ et donc utilisables pour mesurer la flexion est assez important dû à
l’effet de magnification.
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Le cisaillement reste donc l’effet de lentille gravitationnelle faible le plus utilisé pour
reconstruire la distribution de matière noire.

2.3 Filtrage des cartes de convergence pour cartographier la matière noire

Les cartes de convergence obtenue par inversion des cartes de cisaillement sont dominées
par la présence d’un bruit blanc Gaussien qui provient entre autres de l’erreur sur la mesure
du cisaillement. Dépendant de l’application, il est parfois nécessaire de filtrer la carte de
matière noire par exemple, pour faire des analyses conjointes avec des données obtenues avec
d’autres techniques que l’effet de cisaillement gravitationnel (corrélations CMB-cisaillement
gravitationnel,...) ou pour analyser la distribution de matière noire (distribuée en filaments,
vide et amas) (voir §5.2). Un filtrage qui tient compte des caractéristiques du bruit est donc
nécessaire pour estimer au mieux la distribution de matière noire.

2.3.1 Les filtres linéaires standards

Dans cette section, la carte de convergence bruitée κ̃n estimée par inversion des cartes de
cisaillement sera notée simplement κn pour ne pas la confondre avec la carte de convergence
obtenue après filtrage κ̃.

Le filtre Gaussien

Le filtre Gaussien est un filtre linéaire qui appartient à la classe des filtres passe-bas c’est-
à-dire qu’il ne laisse passer que les basses fréquences de l’image. Le résultat est une carte plus
ou moins lissée dépendant de la largeur du filtre. La méthode standard (Kaiser and Squires
1993) consiste à faire le produit de convolution (noté ∗) entre la carte de convergence bruitée
κn (voir §2.2.1) et une fonction Gaussienne G de largeur σ :

κ̃g = Gσ ∗ κn = Gσ ∗ P1 ∗ γ1n +Gσ ∗ P2 ∗ γ2n, (2.29)

où Gσ est une fonction Gaussienne :

Gσ(x, y) =
1

2πσ2
e−

(x−x0)2+(y−y0)2

2σ2 . (2.30)

La procédure est assez simple et rapide. La raison principale qui fait que l’on utilise souvent le
filtre Gaussien comme fenêtre de lissage est liée à sa réponse fréquentielle qui est elle même une
Gaussienne. Contrairement à certains filtres passe-bas dont la réponse fréqentielle présente
des oscillations parasites que l’on appelle oscillations de Gibbs. Avec le filtre Gaussien, en
choisissant l’échelle de lissage σ, on connâıt ainsi parfaitement la gamme de fréquences qui
reste après lissage.

La qualité du résultat dépend fortement de la valeur de σ qui détermine le degré de
lissage. Sur la Fig. 2.5 on peut voir comment évolue l’erreur en fonction de σ entre la carte
de convergence originale simulée κ que l’on peut voir sur la Fig. 2.1 (à gauche) et la carte
de convergence filtrée κ̃g. Pour cette simulation, la valeur optimale de σ se situe entre 5 et
10 pixels pour les observations spatiales et entre 20 et 25 pixels pour les observations au sol.
Fig. 2.6, on peut voir le résultat de la reconstruction en utilisant les valeurs optimales pour
σ. Le résultat est plus ou moins lissé et les structures sont plus ou moins étalées dépendant
de la quantité de bruit initial dans les cartes.

Le désavantage du filtre Gaussien vient de sa forme fixe que l’on ne peut pas adapter pour
choisir d’atténuer plus ou moins une fréquence. Ce type de filtrage ne permet que de jouer
sur la largeur du filtre.
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Fig. 2.5 – Erreur de reconstruction en fonction de la largeur de la Gaussienne σ en pixels
(avec 1 pixel = 0.12 arcmin) utilisée pour le filtre Gaussien, avec ng = 20 gal/arcmin2 (à
gauche) et ng = 100 gal/arcmin2 (à droite).

Fig. 2.6 – Reconstruction avec le filtre Gaussien (à gauche) pour des observations au sol
(avec σ = 22) et (à droite) pour des observations spatiales (avec σ = 8) pour la région de
2◦ × 2◦.

Le filtre de Wiener

Une alternative au filtre Gaussien est le filtre de Wiener :

κ̃w = w ∗ κn, (2.31)

que l’on obtient en pondérant chaque mode (fréquence) k avec le poids suivant :

ŵ(k) =
|κ̂(k)|2

|κ̂(k)|2 + |N̂(k)|2
, (2.32)

où |N̂(k)|2 est le spectre de puissance du bruit et |κ̂(k)|2 est le spectre de puissance du signal
(sans bruit).

En pratique, on ne connâıt ni le bruit, ni le signal. On fait alors l’hypothèse que le bruit
est additif et qu’il peut être modélisé par un processus aléatoire stationnaire (invariant par
translation dans l’espace) c’est-à-dire par un bruit blanc Gaussien. L’équation ci-dessous peut
alors se réécrire :

ŵ(k) =
|κ̂n(k)|2 − |N̂(k)|2

|κ̂n(k)|2
. (2.33)
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On obtient ainsi la forme du filtre de Wiener dans l’espace fréquentiel. Sur la Fig. 2.7, nous
avons tracé le filtre de Wiener obtenu pour la carte de convergence bruitée représentée Fig.
2.2 et nous l’avons comparé avec la forme du filtre Gaussien utilisé précédemment pour filtrer
cette même carte.

Fig. 2.7 – Comparaison entre le filtre de Wiener et le filtre Gaussien pour plusieurs largeurs
de Gaussiennes.

Comme on peut le voir, le filtre Gaussien qui se rapproche le plus du filtre de Wiener a
une largeur entre 5 et 10 pixels, ce qui est en accord avec les conclusions précédentes. On
remarque que le filtre de Wiener que l’on obtient présente des discontinuités. Celles-ci sont
dues à notre traitement. Si on calculait le poids de Wiener ŵ en utilisant la formule 2.33, le
filtre de Wiener aurait des variations encore plus brutales liées au bruit pouvant générer des
artefacts sur l’image. En pratique, on réduit le bruit du filtre en estimant le poids de Wiener
moyen sur des anneaux concentriques de largeur d. On utilise ainsi le fait que l’Univers est
isotrope.

Un point important du filtre de Wiener est qu’il est estimé à partir du spectre de puissance
du bruit et du signal. Sachant que les statistiques à deux points telles que le spectre de
puissance ne permettent d’analyser que la partie Gaussienne d’un signal, le filtre de Wiener
ne devient optimal que si le signal et le bruit suivent une distribution Gaussienne. Dans notre
cas, le bruit est effectivement Gaussien. Par contre, le signal ne vérifie pas cette condition
comme on peut le voir sur la Fig. 2.1. Les amas de galaxies notamment sont des structures
fortement non-Gaussiennes

Sur la Fig. 2.8 on peut voir que le filtre de Wiener permet de bien reconstruire les struc-
tures à grandes échelles qui sont Gaussiennes. Par contre, les amas de galaxies qui sont
clairement des structures non-Gaussiennes sont mal reconstruits. On s’aperçoit en effet que
le nombre de fausses détections (c’est-à-dire d’amas de galaxies faussement reconstruits) n’est
pas négligeable et que la photométrie des amas de galaxies est mauvaise.

Nous venons de voir que les filtres linéaires ne permettent pas de filtrer de manière opti-
male nos cartes de matière noire. Au mieux, le filtre de Wiener nous permet de reconstruire
les structures à grandes échelles mais les amas de galaxies sont mal reconstruits. Or, ces amas
de galaxies sont très importants pour contraindre la cosmologie car ils permettent de mieux
comprendre les processus non-linéaires de formation des structures par effondrement gravi-
tationnel. Et, de par leur taille, ils sont les structures non-Gaussiennes les plus facilement
analysables. Après avoir fait un tour rapide des filtres linéaires nous allons maintenant nous
intéresser à un autre type de filtres : les filtres non-linéaires.
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Fig. 2.8 – Reconstruction avec le filtre de Wiener pour des observations au sol (à gauche) et
pour des observations spatiales (à droite) pour la région de 2◦ × 2◦.

2.3.2 Un filtrage non-linéaire standard : MEM

La méthode du Maximum d’Entropie connue sous l’acronyme MEM est largement utilisée
en analyse d’images en astrophysique (cf. Bridle et al. 1998; Starck et al. 2001; Marshall et al.
2002; Starck and Murtagh 2002; Thiébaut and Mugnier 2006, pour une description détaillée).

Cette méthode considère les données et la solution comme des fonctions de densité de
probabilité et cherche une solution en utilisant une approche Bayésienne. Pour décrire cette
méthode, une introduction à l’analyse Bayésienne est nécessaire. Dans l’approche Bayésienne,
on tient compte de l’information que l’on possède a priori sur le système étudié, et on donne
un rôle central au théorème de Bayes :

P (κ|κn) =
P (κn|κ)P (κ)

P (κn)
. (2.34)

Dans cette expression, les différents termes peuvent s’interpréter de la manière suivante :

– P (κn|κ) représente la vraisemblance d’observer les données κn étant donnée la carte de
convergence estimée κ.

– P (κn) représente la probabilité des données κn a priori. Ce terme qui est appelé évidence
est tout simplement une constante qui ne dépend que du bruit car tous les modèles pour
les données sont équiprobables.

– P (κ) représente la probabilité a priori sur la carte de convergence estimée κ. Ce terme
traduit nos attentes sur la distribution de la convergence avant même d’acquérir les
données κn.

– P (κ|κn), enfin, est appelée probabilité à posteriori.

Dans cette approche, on estime la carte de convergence κ̃ en maximisant P (κ|κn) ce qui
revient à maximiser P (κn|κ)P (κ) car P (κn) est simplement un facteur de normalisation. En
statistique, cette méthode est appelée la méthode du maximum a posteriori (MAP) et la
méthode MEM est une application de ce principe.

On remarque que si on n’a aucun a priori sur le modèle (c’est-à-dire sur la carte de
convergence κ) avant d’acquérir les données κn, tous les modèles sont équiprobables et P (κ)
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devient une constante. Et la recherche du maximum a posteriori se confond avec la recherche
du maximum de vraisemblance. Par contre, si on a un certain a priori sur le modèle, ces deux
approches divergent.

Dans cette approche on cherche à maximiser P (κ|κn), ou autrement dit à minimiser la
quantité (Q) qui mesure la quantité d’information dans l’image :

Q = −log(P (κ|κn)) = −log(P (κn|κ))− log(P (κ)). (2.35)

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à la forme du premier terme : le
terme de vraisemblance. Comme nous l’avons vu §2.2.3, la carte de convergence κn obtenue
par inversion des composantes du cisaillement peut être modélisée comme suit :

κn = κ+N. (2.36)

En considérant le fait que le bruit N suit une distribution Gaussienne, le terme de vrai-
semblance P (κn|κ) que l’on notera L peut s’écrire :

L ∝ exp

[
−1

2
(κn − κ)TC−1(κn − κ)

]
, (2.37)

où C est la matrice de variance-covariance du bruit. Si les données sont corrélées il est ainsi
facile d’incorporer cette corrélation dans la matrice de covariance du bruit. Habituellement,
on suppose qu’il n’y a pas de corrélation, et la matrice de covariance devient diagonale. Les
termes diagonaux sont donnés par la variance du bruit pour chaque pixel de la carte. La
vraisemblance peut ainsi se réécrire en fonction du χ2 :

L ∝ exp(−1
2
χ2), (2.38)

avec :

χ2 =
∑
x,y

(κn(x, y)− κ(x, y))2

σ2
κn

. (2.39)

On peut alors réécrire l’équation 2.35 de la manière suivante :

Q =
1
2
χ2 − log(P (κ)) =

1
2
χ2 − αH, (2.40)

où α est une constante et peut être considérée comme un paramètre de régularisation du
problème et H représente l’a priori que l’on ajoute à la solution sous forme d’une Entropie
entre le signal et le modèle que l’on cherche donc à maximiser.
Il existe plusieurs définitions de l’Entropie. Celle qui est adoptée par la méthode MEM et qui
est aussi la plus commune est celle de Gull and Skilling (1991) :

Hg(κ) =
∑
x

∑
y

κ(x, y)−m(x, y)− κ(x, y) ln
(
κ(x, y)
m(x, y)

)
, (2.41)

où m est le modèle, on choisit typiquement un fond du ciel. Hg a un maximum global pour
κ = m. Mais cette définition de l’Entropie ne permet pas d’avoir des valeurs négatives dans la
solution ce qui n’est pas naturel pour des données de cisaillement gravitationnel ou pour des
données CMB où l’on mesure des fluctuations autour de zéro. Pour surmonter ce problème,
il a été proposé par Maisinger et al. (2004) de remplacer Hg par :
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H+/−(κ) =
∑
x

∑
y

ψ(x, y)− 2m− κ(x, y) ln
(
ψ(x, y) + κ(x, y)

2m

)
, (2.42)

où ψ(x, y) =
√
κ2(x, y) + 4m2. Ici m ne joue pas le même rôle, c’est une constante que l’on

fixe avec l’écart-type du signal.
Plus généralement la méthode MEM présente un certain nombre de désavantages (Na-

rayan and Nityananda 1986; Starck et al. 2001) et beaucoup d’améliorations de MEM ont été
proposées au fil des années (Weir 1992; Bontekoe et al. 1994; Pantin and Starck 1996; Starck
et al. 2001).

De nombreuses méthodes ont été proposées pour filtrer la carte de convergence. Pour
autant, il n’existe pas de solution optimale. Au chapitre V, nous proposons une nouvelle
méthode de filtrage basée sur les ondelettes qui a montré sa supériorité face aux autres
méthodes.

2.4 Estimation de statistiques pour contraindre la cosmologie

Pour contraindre les paramètres cosmologiques, il est nécessaire d’extraire et de quan-
tifier de manière la plus efficace possible l’information résidant dans les observations. Dis-
posant d’une seule réalisation d’Univers par l’observation, seule une étude statistique des
caractéristiques de l’Univers permet de faire le lien avec les simulations numériques et les
modèles cosmologiques théoriques.

Pour les données de cisaillement gravitationnel, cette étude statistique peut être effectuée,
soit sur la carte de cisaillement, soit sur la carte de convergence. Une même analyse statistique
doit être réalisée sur les données et sur les modèles théoriques d’Univers. On utilise ensuite
des fonctions de vraisemblance pour estimer les erreurs sur les paramètres cosmologiques.

2.4.1 Estimation de statistiques

Les statistiques à deux points

Il existe un grand nombre de manières de contraindre le modèle cosmologique à partir de
données obtenues par effet de lentille gravitationnelle mais la plus courante consiste à utiliser
des statistiques à deux points sur le champ de cisaillement soit dans l’espace direct soit dans
l’espace de Fourier. En général, il y a un avantage à utiliser des statistiques dans l’espace de
Fourier comme le spectre de puissance car les modes de Fourier sont indépendants. Le spectre
de puissance Pκ(l) de la carte de convergence (2D) est défini en fonction des modes l comme
suit :

< κ̂(~l)κ̂(~l′) >= (2π)2δ(~l −~l′)Pκ(l), (2.43)

où κ̂ est la transformée de Fourier de κ, δ est la fonction delta, les brackets représentent une
moyenne sur les l. Pκ(l) dépend uniquement de l = |~l|. On peut ainsi tirer profit des algo-
rithmes rapides d’estimation de la transformation de Fourier (FFT) pour estimer rapidement
le spectre de puissance.

Ce spectre de puissance Pκ(l) peut être exprimé en fonction du spectre de puissance 3D de
la matière P (k, χ), des fluctuations de masse δρ/ρ et en terme des paramètres cosmologiques
(voir Refregier 2003b) :

Pκ(l) =
9
16

(
H0

c

)2

Ω2
m

∫
dχ

[
g(χ)
ar(χ)

]2

P

(
l

r
, χ

)
, (2.44)
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où a est le paramètre d’expansion, H0 est la constante de Hubble, Ωm est le paramètre de
densité de matière, χ représente la distance comobile, r = a−1DA avec DA est la distance
de diamètre angulaire et g est la fonction de sensibilité de l’effet de lentille gravitation-
nelle. Les propriétés de corrélation sont plus commodes dans l’espace de Fourier. Cependant,
pour des relevés à géométrie complexe due notamment aux masques associés aux étoiles
brillantes les données manquantes ont besoin d’être manipulées correctement (une descrip-
tion des différentes méthodes existantes est disponible dans Pires et al. 2008b). Ainsi, en
présence de données manquantes, les statistiques sont plus facile à estimer dans l’espace
direct mais plus longues aussi.

Quelle que soit la statistique à deux points considérée, elle peut facilement être reliée au
spectre de puissance de la matière 3D par le biais du spectre de puissance de la carte de
convergence Pκ(l)

– La variance du cisaillement < γ2 > :
Un exemple de statistique à deux points estimée dans l’espace réel est la variance
du champ de cisaillement, qui est définie comme la variance du cisaillement moyen γ̄
estimée dans des cercles de rayon θs. La variance du cisaillement < γ2 > est reliée au
spectre de puissance de la convergence Pκ(l) par la relation suivante :

< γ2 >=
∫

dl

2π
lPκ(l)

J2
1 (lθs)
(lθs)2

, (2.45)

où Jn est la fonction de Bessel à l’ordre n.
La variance du champ de cisaillement a été utilisée dans un certain nombre d’analyse de
données de cisaillement gravitationnel pour contraindre les paramètres cosmologiques
(Maoli et al. 2001; Hoekstra et al. 2006; Fu et al. 2008).

– La fonction de corrélation à deux point (FC2pts) du champ de cisaillement :
La FC2pts du champ de cisaillement est la statistique la plus utilisée parce qu’elle est
très simple à implémenter et qu’elle peut être estimée quelle que soit la géométrie du
relevé. Elle est définie comme suit :

ξi,j(θ) =< γi(~θ′)γj(~θ′ + ~θ) >, (2.46)

où i, j = 1, 2 et la moyenne est réalisée sur des couples de galaxies séparés par un
angle θ = |~θ|. Par parité ξ1,2 = ξ2,1 = 0 et par isotropie ξ1,1 et ξ2,2 sont fonctions
uniquement de θ. La FC2pts ξi,j est la transformée de Fourier du spectre de puissance
Pκ (en utilisant le théorème de Wiener-Khinchine). Si on considère l’invariance par
rotation qui dérive de l’isotropie de l’Univers, la transformation de Fourier devient une
transformation de Hankel parfois appelée transformation de Fourier-Bessel :

ξ+(θ) = ξ1,1(θ) + ξ2,2(θ) =

∞∫
0

dl

2π
lPκ(l)J0(lθ), (2.47)

où J0 correspond à la fonction de Bessel à l’ordre zéro.
Cette statistique reste aujourd’hui encore la statistique la plus utilisée. Elle a été uti-
lisée dans un certain nombre d’études récentes de cisaillement gravitationnel pour
contraindre le modèle cosmologique (Benjamin et al. 2007; Hoekstra et al. 2006; Fu
et al. 2008). L’implémentation la plus simple qui consiste à compter le nombre de
couple de galaxies d’arrière-plan séparées par une distance d possède une complexité
de O(N2) ce qui commence à devenir une lourde tâche quand il s’agit de traiter des
zones du ciel de plus en plus étendues. Récemment, des progrès ont été faits dans ce
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domaine, des méthodes ont été développées pour accélérer les algorithmes de calcul de
la FC2pts, permettant ainsi de réduire leur complexité à environ O(NlogN). Ce type
d’algorithme est basé sur la construction d’un arbre binaire de recherche qui devient
ensuite une structure très utile pour parcourir les couples de galaxies (voir Zhang and
Pen 2005; Moore et al. 2001). Mais, pour atteindre une complexité de O(NlogN) il faut
malheureusement passer par des approximations en ne considérant par exemple que les
petites échelles. Si toutes les échelles sont considérées, la complexité de cet algorithme
tend vers celle de l’implémentation näıve. Une autre approximation, souvent utilisée,
consiste à intégrer la fonction de corrélation sur des intervalles d’une distance donnée
on obtient ainsi une version lissée de la fonction de corrélation comme dans Jarvis et al.
(2004); Zhang and Pen (2005).

– La variance de l’ouverture de masse Map :
La variance de l’ouverture de masse Map a été introduite par Schneider et al. (1998).
L’ouverture de masse définit une classe de statistiques associée à des filtres. Plusieurs
formes de filtres ont été suggérées, qui sont un compromis entre la localisation dans
l’espace direct et dans l’espace de Fourier. En considérant le filtre qui a été défini
par Schneider (1996) ayant pour échelle θs, la variance de l’ouverture de masse peut
s’exprimer en fonction du spectre de puissance du champ de convergence 2D de la
manière suivante :

< M2
ap(θs) >=

∫
dl

2π
lPκ(l)

576J2
4 (lθs)

(lθs)4
. (2.48)

Cette statistique a également été utilisée dans un certain nombre d’analyses de données
réelles en cisaillement gravitationnel pour contraindre les paramètres cosmologiques
(Van Waerbeke et al. 2002; Semboloni et al. 2006; Hoekstra et al. 2006; Fu et al. 2008).

Les statistiques à deux points permettent d’avoir des contraintes intéressantes sur l’amplitude
des fluctuations du spectre de puissance de la matière : σ8, dont le cisaillement gravitationnel
dépend fortement.

Mais les contraintes que l’on dérive entre σ8 et Ωm, qui correspond à la densité de matière
de l’Univers, sont jointes comme on peut le voir sur la Fig. 2.9 qui montre les contraintes sur
les paramètres cosmologiques dérivées par Hoekstra et al. (2002) à partir du cisaillement gra-
vitationnel du relevé RCS. Cette dégénérescence entre σ8 et Ωm est classique en cisaillement
gravitationnel lorsque l’on utilise uniquement les statistiques d’ordre deux pour contraindre
les paramètres cosmologiques.

Les statistiques à deux points sont insuffisantes pour caractériser les structures non-
Gaussiennes de la distribution de matière. Or, ces non-Gaussianités produites par l’évolution
non-linéaire de l’Univers sont très importantes pour comprendre la physique de l’Univers et
pour discriminer entre les différents modèles cosmologiques possibles.

Les statistiques non-Gaussiennes

Dans le modèle standard de formation des structures, les fluctuations primordiales ini-
tialement Gaussiennes sont amplifiées par une instabilité gravitationnelle pour produire une
distribution de matière finale qui est fortement non-Gaussienne. Excepté à très grande échelle,
le champ de convergence est donc fortement non-Gaussien. A petite échelle, nous avons des
structures telles que les galaxies ou les amas de galaxies, à des échelles un peu plus grandes,
on observe les structures filamentaires associées à l’organisation à grande échelle de la distri-
bution de matière. La détection de ces non-Gaussianités dans les cartes de convergence peut
être très utile pour contraindre les paramètres du modèle cosmologique.

La fonction de corrélation à trois points (FC3pts) ξi,j,k est la statistique d’ordre le plus bas
qui peut être utilisée pour détecter de la non-Gaussianité. Par analogie avec les statistiques à
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Fig. 2.9 – Contraintes sur les paramètres cosmologiques obtenues par Hoekstra, Yee and
Gladders (2002) à partir du relevé RCS. Le diagramme représente les contraintes jointes
entre le paramètre de densité en matière Ωm (en abscisse) et le paramètre d’amplitude des
fluctuations σ8 (en ordonnées) pour un modèle ΛCDM. Des a priori sur le CMB et les relevés
de galaxies sont utilisés pour marginaliser sur Ωtot, Γ et la distribution en redshift des sources
zs. Les contours représentent les niveaux de confiance à 68.3%, 95.4% et 99.9%.

deux points, les statiques à trois points sont toutes reliées à la fonction de corrélation à trois
points ξi,j,k ou à son analogue dans l’espace de Fourier, le bispectre Bκ.

ξi,j,k(θ) =< κ(~θ1)κ(~θ2)κ(~θ3) > . (2.49)

L’implémentation la plus simple de la FC3pts consiste à compter le nombre de triangle de
coté d1, d2, d3. Elle nécessite O(N3) opérations et ne peut par conséquent être considérée pour
des futurs relevés grand champ. On utilise souvent la configuration équilatérale pour laquelle
le triangle formé par les trois galaxies est équilatéral est vérifie : d1 = d2 = d3 = d. Cette
FC3pts dépend ainsi uniquement de la distance d. La configuration équilatérale est ainsi
devenue un standard dans l’analyse de données de cisaillement gravitationnel d’une part, car
elle est plus simple à interpréter et d’autre part, son estimation est beaucoup plus rapide.

Dans l’espace de Fourier la FC3pts, elle est appelée bispectre. Nous supposons que le
champ κ est statistiquement isotrope, ainsi le bispectre dépend uniquement des distances
|~l1|, |~l2| and |~l3| :

Bκ(|~l1|, |~l2|, |~l3|) ∝ < κ̂(|~l1|)κ̂(|~l2|)κ̂∗(|~l3|) >, (2.50)

où κ̂∗ représente le complexe conjugué de κ̂.
Si on considère la configuration équilatérale, les triangles doivent vérifier : l1 = l2 = l3 = l et
le bispectre dépend uniquement de l :

Beq
κ (l) ∝ < κ̂(l)κ̂(l)κ̂∗(l) > . (2.51)

Certains groupes ont déjà fait le passage de la FC2pts à la FC3pts et ont montré, en
utilisant des modèles analytiques que l’on pouvait obtenir des contraintes plus fortes sur le
modèle cosmologique (Bernardeau et al. 1997; Cooray and Hu 2001; Bernardeau et al. 2003;
Takada and Jain 2003, 2004; Schneider and Lombardi 2003; Schneider et al. 2005; Benabed
and Scoccimarro 2006). Certains auteurs ont également montré l’intérêt que pouvait avoir
l’estimation d’autres configurations. Dans l’article de Babich and Zaldarriaga (2004), les
auteurs ont montré qu’il existait deux configurations importantes :
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. la configuration équilatérale qui correspond à un triangle dont les trois côtés ont la
même longueur.

. la configuration locale, pour laquelle un côté du triangle est beaucoup plus petit que
les deux autres (que l’on choisit habituellement de même longueur).

Dans une future étude nous considérerons également le bispectre dans sa configuration locale.

Une quantité plus simple que la FC3pts peut être obtenue en estimant le moment d’ordre
trois de la convergence lissée (le coefficient d’asymétrie) (Bernardeau et al. 1997) ou le co-
efficient d’asymétrie dans une ouverture de masse Map (Jarvis et al. 2004; Kilbinger and
Schneider 2005).

Une approche différente pour chercher la non-Gaussianité consiste à faire une analyse
statistique directement sur les structures non-Gaussiennes telles que les amas de galaxies.
Les amas de galaxies sont les plus grandes structures de l’Univers pratiquement virialisées,
ils fournissent un moyen unique de se concentrer sur la non-Gaussianité présente à petite
échelle. Une statistique intéressante est le Peak Counting (PC) qui cherche le nombre de pics
dans le champ de convergence correspondant plus ou moins à l’abondance d’amas de galaxies
dans le champ (see e.g. Hamana et al. 2004).

2.4.2 Calcul du spectre et du bispectre à partir de la FFT polaire

Dans cette partie, nous proposons une nouvelle méthode basée sur la transformation de
Fourier polaire pour estimer le spectre de puissance et le bispectre de manière rapide et exacte.

Habituellement, pour estimer le spectre ou le bispectre, on calcule dans un premier temps
la transformation de Fourier en utilisant la FFT puis on estime les corrélations dans l’espace
de Fourier. L’isotropie de l’Univers fait que chaque mode doit être intégré sur tous les angles
θ. Pour chaque fréquence, on définit donc un rayon dans l’espace de Fourier pour lequel on
calcule la puissance moyenne. Cela demande de faire un certain nombre d’approximations
durant la deuxième étape pour pouvoir interpoler l’intensité le long du rayon (voir Fig. 2.11
à gauche). La méthode que nous proposons consiste à utiliser une transformation de Fourier
polaire qui nous permet d’éviter de faire des approximations pour interpoler la puissance le
long du rayon.

La transformation de Fourier polaire

La transformation de Fourier polaire est un outil très pratique lorsque l’on souhaite ma-
nipuler la transformée de Fourier en coordonnées polaires. Les approximations qui sont faites
habituellement pour interpoler sur une grille polaire les coefficients de Fourier définis sur
une grille cartésienne introduisent des erreurs, la transformation de Fourier polaire permet
d’éviter de faire ce genre d’approximation, tout le travail étant fait par la transformation.

Cette transformation de Fourier polaire est seulement un cas particulier d’un problème
plus général qui consiste à estimer la transformée de Fourier sur une grille non-regulière
(Keiner et al. 2006). Il existe des algorithmes rapides de calcul de transformée de Fourier
sur des grilles non régulières. Une transformation de Fourier polaire rapide et précise a été
proposée par Averbuch et al. (2005). Pour un signal 2D donné de taille N, la complexité de
cet algorithme est de O(N logN), comme une FFT 2D cartésienne classique.

Pour estimer le spectre de puissance et le bispectre équilatéral, nous avons utilisé le logi-
ciel NFFT (Non equi-spaced Fast Fourier Transform) qui est disponible à l’adresse suivante
http ://www-user.tu-chemnitz.de/∼potts/nfft (Keiner et al. 2006). Sur la Fig. 2.10 à droite,
on peut voir la grille que l’on a choisie et à gauche, la grille cartésienne qui est couramment
utilisée par la FFT.
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Fig. 2.10 – A gauche, grille régulière utilisée dans le calcul de la transformation de Fourier
standard, à droite, grille polaire utilisée dans le calcul de la transformation de Fourier Polaire

Fig. 2.11 – Calcul de la puissance moyenne par fréquence, à gauche, dans le cas d’une grille
régulière et à droite, dans le cas d’une grille polaire.

Estimation du spectre de puissance : algorithme

L’algorithme pour estimer le spectre de puissance en utilisant la FFT polaire est le sui-
vant :

1. On réalise une transformation de Fourier polaire directe de la convergence κ.
2. On prend le module au carré des coefficients de Fourier (en coordonnées polaires).
3. Le rayon r (en coordonnées polaires) est choisi égal à 0. On itère :
4. On fait la moyenne de la puissance obtenue pour tous les angles possibles dans le cercle
de rayon r et d’origine (0, 0).
5. r = r + 1 et si r < rmax, retourner à l’étape 4.

Pour calculer le spectre de puissance, nous faisons la moyenne du module au carré des
coefficients de Fourier situés sur le cercle d’origine (0, 0) et de rayon r. L’étape qui consiste
à faire une moyenne de la puissance sur un rayon devient alors triviale et ne demande plus
aucune approximation voir Fig. 2.11 à droite. Cet algorithme sera utilisé §4.3.1 et §4.3.2 pour
l’estimation du spectre de puissance sur des données simulées.

Estimation du bispectre équilatéral : algorithme

Si on se limite à la configuration équilatérale du bispectre où | ~k1| = | ~k2| = | ~k3| = |~k|.
l’estimation du bispectre est assez semblable à celle du spectre de puissance.
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L’algorithme pour estimer le bispectre équilatéral en utilisant la FFT polaire est le sui-
vant :

1. On réalise une transformation de Fourier polaire directe de la convergence κ.
2. Le rayon r (en coordonnées polaires) est choisi égal à 0. On itère :

3. L’angle θ (en coordonnées polaires) est choisi égal à 0. On itère :
4. On repère le triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon r et d’origine (0, 0)
dont un des sommets a pour coordonnées (r, θ).
5. On fait le produit des coefficients de Fourier situés aux 3 sommets
du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon r et d’origine (0, 0).
6. θ = θ + δθ et si θ < 2π/3 retourner à l’étape 4.

7. On calcule la moyenne du produit obtenu pour tous les triangles équilatéraux inscrits
dans le cercle de rayon r et d’origine (0, 0).
8. r = r + 1 et si r < rmax, retourner à l’étape 3.

Pour estimer le bispectre, nous devons calculer une puissance moyenne à partir des tri-
angles équilatéraux de rayon r = |~k|. La Fig. 2.12 montre la forme que ces triangles doivent
avoir dans l’espace de Fourier. Pour chaque r, nous intégrons tous les triangles équilatéraux
inscrits dans le cercle d’origine (0, 0) et de rayon r. En considérant que les cartes de conver-
gence possèdent une symétrie de rotation, il suffit de scanner les angles de 0 à 2π/3. Le
bispectre équilatéral est ainsi obtenu en multipliant les coefficients de Fourier situés aux som-
mets du triangle. Ces coefficients de Fourier sont directement obtenus en utilisant une grille
polaire. Nous n’avons pas besoin de faire des interpolations pour obtenir la valeur de ces
coefficients comme il faudrait le faire si nous étions dans une grille cartésienne.

En plus d’être précis, ce calcul est très rapide. En effet, sur le champ simulé qui couvre
une région de 1.975◦×1.975◦ avec 512×512 pixels en utilisant un PC-linux avec un processeur
à 2.5 GHz, environ 60 secondes sont nécessaires pour calculer le bispectre équilatéral avec
une complexité de O(N logN). Le plus long étant le calcul de la FFT polaire. Cet algorithme
sera utilisé dans le paragraphe §4.3.2 pour l’estimation du bispectre sur des données simulées.

Fig. 2.12 – Représentation de la configuration équilatérale du bispectre dans l’espace de
Fourier. Les triangles équilatéraux doivent être inscrits dans un cercle d’origine (0, 0) et de
rayon k.
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2.4.3 Estimation de statistiques en présence de données manquantes

En pratique, la géométrie complexe du relevé fait que les cartes de cisaillement γi et la
carte de convergence κ sont incomplètes. L’estimation des statistiques dans ces conditions
devient plus délicate. Dans ce paragraphe, nous allons expliquer d’où viennent les données
manquantes et nous allons voir les solutions qui ont été proposées dans la littérature.

Introduction au problème des données manquantes

La perte de données peut être causée par de nombreux facteurs. Généralement ce sont
des défauts sur la caméra CCD qui sont à l’origine des données manquantes. En cisaillement
gravitationnel, les données manquantes sont dues essentiellement aux étoiles les plus brillantes
dans le champ de vue qui saturent l’image autour d’elles comme on peut le voir dans plusieurs
relevés (Hoekstra et al. 2006; Hamana et al. 2003; Massey et al. 2005; Bergé et al. 2008). Ce
qui nous oblige à les masquer (Mellier and van Waerbeke 2002).

Fig. 2.13 – A gauche, le masque appliqué aux données Subaru 0.575◦ x 0.426◦ (avec la caméra
SuprimeCam) à droite, le masque appliqué aux données CFHTLS sur le champ D1 1◦ x 1◦

(avec la caméra MegaCam)

Sur la Fig. 2.13 à droite, on peut voir le masque appliqué aux données CFHTLS sur
le champ D1 avec environ 20 % de données manquantes (Bergé et al. 2008) et à gauche
celui appliqué aux données Subaru qui couvre le même champ où environ 10 % des données
manquent. Le masque dépend essentiellement du champ de vue. Cependant, nous pouvons
voir que les trous sur les données CFHTLS sont plus larges que ceux sur les données Subaru.
La taille des trous sur les données de cisaillement gravitationnel dépend essentiellement de la
qualité du télescope. Le télescope Subaru est un télescope de 8.2 mètres (permettant d’avoir
un seeing1 de 0.5 arcsec) alors que le CFHT est un télescope de 3.6 mètres (permettant d’avoir
un seeing de 0.7 arcsec) tous les deux au sommet de Mauna Kea. La PSF du télescope CFHT
que l’on dérive des étoiles sur le champ est ainsi plus large que celle du télescope Subaru. En
plus, dans les images du CFHTLS, des effets de ghost sont présents notamment autour des
étoiles les plus brillantes comme on peut le voir dans Fig. 2.14. Ils sont dus à la réflexion sur
les miroirs secondaires (pour plus de détails voir Kent et al. 2006). Ceux-ci obligent à enlever
toute une zone du ciel autour de l’étoile.

Le but de toute analyse en cisaillement gravitationnel est de contraindre in fine le modèle

1Le seeing est l’un des paramètres utilisés pour désigner la qualité optique du ciel. C’est une mesure de la
fonction d’étalement des images liée à la turbulence atmosphérique.
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Fig. 2.14 – Effet de ghost sur les données CHFTLS autour des étoiles les plus brillantes
nécessitant d’être masqué

cosmologique. Pour cela, on estime des statistiques qui permettent ensuite de poser des
contraintes sur les paramètres cosmologiques.

Pour les relevés à géométrie complexe, l’estimation de toutes ces statistiques se complique.
On a besoin de statistiques qui peuvent être estimées rapidement mais qui ne sont pas biaisées
par la présence de données manquantes. De nombreux groupes se sont intéressés au problème
d’estimation de statistiques en présence de données manquantes essentiellement sur les cartes
de cisaillement. Dans le paragraphe qui suit, on décrit brièvement chacune des grandes classes
de méthodes qui ont été développées.

Estimation des statistiques d’ordre 2

Dans l’analyse de données de cisaillement, la présence de données manquantes est inévitable
et un traitement approprié est nécessaire pour tenir compte de la géométrie complexe des
données. Pour l’estimation de la FC2pts aucun traitement particulier n’est nécessaire, il suf-
fit de ne pas considérer les paires qui sont dans les régions masquées. Cependant, le temps
nécessaire à l’estimation de la FC2pts ne permet pas de l’utiliser pour des grands relevés
du ciel. Contrairement à la FC2pts, l’estimation du spectre de puissance est fortement sen-
sible à la présence de données manquantes. Les données manquantes génèrent une perte de
puissance dans le spectre et les discontinuités introduites par le masque dans les données
produisent des distorsions dans le spectre de puissance qui dépendent de la forme du masque.
Pour comprendre ce phénomène, il suffit d’essayer de représenter les bords d’un trou à l’aide
de sinusöıdes. On s’aperçoit vite qu’un certain nombre de sinusöıdes à des fréquences variées
sont nécessaires pour représenter ce type de discontinuité. On ajoute donc de la puissance au
spectre de puissance à chacune de ces fréquences. Pour l’estimation du spectre de puissance,
il est donc indispensable de tenir compte du masque.

Dans la littérature, on trouve un grand nombre d’études ayant abordé le problème de
l’estimation du spectre de puissance à partir de données complètes ou incomplètes. Plusieurs
solutions ont été proposées qui peuvent se classer comme suit :

Les estimateurs du Maximum de Vraisemblance (MV) :
On trouve deux catégories d’estimateurs MV. Le premier utilise un algorithme itératif de
type Newton pour maximiser la dérivée de la fonction de vraisemblance sans faire aucune
hypothèse sur la forme de la matrice de covariance des données observées (Bond et al. 1998;
Ruhl et al. 2003). Le deuxième est basé sur une modélisation du spectre de puissance (voir
par exemple Tegmark 1997).
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Ces estimateurs sont optimaux au sens du Maximum de Vraisemblance et permettent de
dériver les bornes de Cramer-Rao pour l’estimation du spectre de puissance. D’une façon
générale, les bornes de Cramer-Rao permettent de fixer une limite inférieure sur la variance
de l’erreur qu’il est possible d’atteindre dans l’estimation d’un paramètre ici le spectre de
puissance.

Cependant, les estimateurs MV peuvent devenir rapidement prohibitifs en temps de calcul
pour des données grand champ. De plus, pour corriger des données masquées, ces estimateurs
supposent une étape de déconvolution (analogue à la méthode PSP ci-dessous) qui nécessite
l’inversion de la matrice de Fisher (estimée). Cette matrice dépend du masque et peut être sin-
gulière comme dans le cas des masques galactiques pour les cartes de CMB. Une régularisation
est alors nécessaire.

Les estimateurs du Pseudo-Spectre de Puissance (PSP) :
La méthode la plus connue est celle proposée par Hivon et al. (2002) appelée MASTER
qui permet d’estimer le spectre de puissance sur une grille cartésienne ou sphérique. Cet
algorithme a été développé pour gérer les données manquantes telles que le masque galac-
tique dans les données de CMB en utilisant des fenêtres d’apodisation, (voir aussi Hansen
et al. 2002). Ces estimateurs peuvent être estimés efficacement en utilisant des transfor-
mations rapides telles que la transformation en harmoniques sphériques pour des données
en coordonnées sphériques ou la transformation de Fourier pour des données en coordonnées
cartésiennes. En plus, de leur implémentation rapide, les méthodes PSP permettent de dériver
analytiquement la matrice de covariance du spectre de puissance avec quelques hypothèses
simplificatrices (e.g. matrice du bruit symétrique, faisceaux symétrique, etc...). Cependant,
l’étape de déconvolution dans la méthode MASTER nécessite d’inverser la matrice de cou-
plage qui dépend du spectre de puissance du masque (c’est-à-dire de la fenêtre d’apodisation).
La singularité de cette matrice dépend fortement de la taille et de la forme du masque. Ainsi,
dépendant de la géométrie du masque, l’étape de déconvolution peut devenir instable. Pour
surmonter ce problème, ces méthodes ont recourt à des inverses régularisés. C’est par exemple
le cas dans Hivon et al. (2002) où il est proposé d’intégrer chaque point du spectre de puis-
sance sur un intervalle donné. En faisant cela, les auteurs supposent ainsi que le spectre de
puissance est lisse par morceaux, ce qui mène à une perte de résolution.

Dans la classe des estimateurs PSP, on trouve une sous-classe d’estimateurs sous-optimale
qui estime dans un premier temps la fonction de corrélation à deux points de manière rapide
et dérive ensuite une estimation du spectre de puissance. Szapudi et al. (2001b,a, 2005) ont
proposé une méthode basée sur ce principe appelée SPICE. Ce type d’estimateurs (Szapudi
et al. 2001b, 2005) n’est pas exactement équivalent aux estimateurs PSP et soulève deux
problèmes.
Le premier problème est statistique :
SPICE utilise le théorème de Wiener-Khinchine pour dériver la fonction de corrélation à deux
points dans l’espace direct en divisant la transformée de Fourier inverse du spectre de puis-
sance des données masquées par la transformée de Fourier inverse du spectre de puissance
du masque. Mais quand les données sont masquées ou apodisées, on perd la condition de
stationnarité et le théorème de Wiener-Khinchine n’est plus strictement valide.
La deuxième problème est méthodologique :
Pour corriger la fonction de corrélation à deux points de la présence de données manquantes,
contrairement à ce qui est fait par la méthode MASTER qui inverse la matrice de couplage
dans l’espace des harmoniques sphériques (ou de Fourier), Szapudi et al. (2005) propose d’in-
verser la matrice de couplage dans l’espace direct. Pour cela, les auteurs divisent la fonction
d’auto-corrélation estimée à partir des données brutes par celle du masque. Mais cette in-
version (déconvolution) est clairement un problème inverse mal posé et la division directe
est généralement instable. Seule une régularisation spécifique à chaque application peut per-
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mettre d’éviter ce problème.
La méthode MASTER a été conçue initialement pour le traitement de données sur la sphère.
A ce jour, aucune version de ce code n’est disponible pour le traitement de données en coor-
données cartésiennes. Il existe une version euclidienne de SPICE appelée eSPICE qui a été
proposée pour le calcul du spectre de puissance d’une distribution de points (par exemple
des galaxies). Mais, celle-ci n’a pas été testée sur des cartes où chaque pixel possède une
valeur (c’est-à-dire un poids). Un code publique pour le traitement de données pondérées en
coordonnées cartésiennes reste encore à développer.

Autres estimateurs :
Une méthode hybride a également été proposée qui combine un estimateur MV aux basses
fréquences et un estimateur PSP aux hautes fréquences (Efstathiou 2004).

Les lecteurs intéressés peuvent se référer à la revue proposée par Efstathiou (2004) qui
donne plus de détails sur ces estimateurs et fait une étude comparative.

Estimation des statistiques d’ordre 3

Les estimateurs que l’on décrit plus haut reposent sur l’hypothèse que le champ est Gaus-
sien. En effet, les statistiques d’ordre deux sont suffisantes pour caractériser complètement
un champ Gaussien. Par contre, pour des champs fortement non-Gaussien, la stratégie doit
être différente et des statistiques d’un ordre supérieur doivent être estimées.

Plusieurs auteurs ont déjà abordé l’estimation des statistiques à trois points. Dans Kil-
binger and Schneider (2005), l’auteur calcule, à partir de simulations numériques réalistes, le
moment d’ordre trois du champ de cisaillement pour des ”ouvertures de masse” différentes
correspondant plus ou moins à des échelles spatiales. Beaucoup d’auteurs ont déjà dérivé
des prédictions analytiques pour la fonction de corrélation à trois points et le bispectre (voir
par exemple Ma and Fry 2000a,b; Scoccimarro and Couchman 2001; Cooray and Hu 2001).
L’estimation de la fonction de corrélation à trois points à partir de données a déjà été réalisée
par Bernardeau et al. (2002) mais elle peut difficilement être envisagée pour le traitement des
futures données grand champ à cause de son temps de calcul. Dans la conclusion de Szapudi
et al. (2001b), les auteurs suggèrent une fonction de corrélation à p points avec une com-
plexité de O(N(logN)p−1), mais il n’est pas clair si cette suggestion est valide en présence
de données manquantes. Scoccimarro et al. (1998) proposent un algorithme pour calculer le
bispectre à partir de simulations numériques en utilisant une FFT mais sans considérer le cas
des données manquantes. Cette méthode est utilisée par Fosalba et al. (2005) pour estimer le
bispectre à partir de simulations numériques afin de le comparer aux prédictions analytiques
faites à partir du modèle de halo. Des études récentes sur les données de CMB (Komatsu
et al. 2005; Yadav et al. 2007) se sont concentrées sur la recherche de non-Gaussianité sous
forme quadratique (fNL) en utilisant une analyse bispectrale (Szapudi et al. 2001b, 2005).

Comme dans le cas des statistiques à deux points, la fonction de corrélation à trois points
n’est pas biaisée par la présence de données manquantes, alors que l’estimation du bispectre
l’est fortement. Actuellement aucune solution n’a été proposée pour reconstruire le bispectre
en présence de données manquantes et le temps nécessaire à l’estimation de la FC3pts ne
permet pas de l’utiliser pour des grands relevés du ciel.

L’estimation de statistique en présence de données manquantes est un problème majeur en
statistique qui reste ouvert à ce jour. De nombreuses solutions ont été proposées mais aucune
n’apporte une solution globale et optimale. Au chapitre IV, nous proposons une méthode
innovante qui permet d’interpoler les données manquantes et d’estimer ensuite toute sorte de
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statistiques.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes étapes de la châıne de traitement qui
est utilisée pour poser des contraintes sur le modèle cosmologique à partir des effets de lentille
gravitationnelle faibles.

Nous avons présenté également certains de nos travaux :

1. Tout d’abord, nous avons présenté une étude que nous avons menée pour comparer
les effets de cisaillement aux effets de flexion (déformation d’un ordre supérieur). Nous
avons montré ainsi que la flexion, sujette à des erreurs de mesure importantes, ne permet
pas de reconstruire la carte de convergence avec plus de précision que ne le permet le
cisaillement.

2. Nous avons proposé ensuite une nouvelle méthode pour estimer le spectre de puissance
et le bispectre de manière rapide et exacte en utilisant une transformation de Fourier
polaire rapide. Les codes sont disponibles à l’adresse suivante :
http ://irfu.cea/Ast/fastlens.software.html
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Pour analyser une image et plus globalement un signal, il existe un certain nombre
de transformations qui permettent de transformer ce signal sous une forme qui permet
de mieux l’analyser. La transformation la plus populaire, introduite au début du XIXeme
siècle, est la transformation de Fourier qui fournit une représentation fréquentielle du signal.
Depuis une dizaine d’années, cette représentation a été lentement complétée par de nou-
velles représentations qui n’ont cessé de se développer : les représentations multi-échelles.
Ces représentations ont déjà connu un grand nombre de succès dans de nombreux domaines
notamment en astrophysique.

Dans cette thèse, nous proposons d’appliquer ces nouvelles méthodes aux données de
cisaillement gravitationnel. Pour cela, nous développons de nouveaux outils de traitement et
d’analyse basés sur ces méthodes multi-échelles afin d’améliorer l’analyse de ces données.

Dans ce chapitre, nous faisons une brève introduction aux méthodes d’analyse multi-
échelles en décrivant plus précisément les outils que nous utilisons tout au long de cette
thèse. Dans une première partie, nous montrons l’évolution des idées qui a permis de passer
de l’analyse de Fourier à l’analyse multi-échelles. Dans une deuxième partie, nous introduisons
la notion très importante de parcimonie. Les bases théoriques et numériques des ondelettes



62 Introduction aux ondelettes et à l’analyse multi-échelles

sont rappelées dans la partie suivante. Enfin, dans la dernière partie, nous nous intéressons
au cas 2D et nous introduisons deux nouvelles représentations.

3.1 La merveilleuse histoire des ondelettes

Depuis longtemps, on cherche des représentations pour mieux analyser le signal. C’est tout
d’abord la transformation de Fourier qui est introduite au début du XIXème siècle. Celle-ci
décompose le signal sur une base de sinusöıdes. Au cours du XXème siècle on cherche comment
décomposer un signal sur des fonctions autres que des fonctions sinusöıdes et ainsi obtenir
une représentation du signal où l’information de fréquence et de temps seraient combinées,
c’est cette idée qui mènera au concept d’ondelettes...

3.1.1 La transformation de Fourier

La transformation de Fourier introduite en 1807 par le français Jean-Baptiste Joseph Fou-
rier stipule que toute fonction périodique f(x) peut s’exprimer comme une somme infinie de
sinus et cosinus de fréquences k et d’amplitudes variables. Elle est définie comme suit :

f̃(k) =

+∞∫
−∞

f(x)e−2πikxdx =

+∞∫
−∞

f(x) (cos(2πkx)− isin(2πkx)) dx, (3.1)

où les fonctions analysantes sont :

ψk(x) = e−2iπkx. (3.2)

Cet outil mathématique vieux de deux siècles est utile dans beaucoup d’applications. Il
a notamment été utilisé dans le développement de la téléphonie, de l’informatique et dans le
domaine audiovisuel. Mais le principal défaut de la transformation de Fourier est qu’elle ne
permet pas de suivre l’évolution du signal en fonction du temps. En visualisant la transformée
de Fourier d’un signal, on peut penser que celui-ci est stationnaire. L’information sur le temps
n’est pas perdue, mais elle est ensevelie sous les phases : les mêmes sinus et cosinus peuvent
représenter des moments très différents du signal parce qu’ils sont décalés en phase.

3.1.2 La transformation de Gabor ou transformation de Fourier glissante

Un prototype d’analyse en ondelettes a été proposé au milieu des années 1940 par le phy-
sicien D. Gabor qui suggère de rendre locale l’analyse de Fourier, en s’aidant de fenêtres. En
multipliant la fonction étudiée par une fenêtre, on en obtient une version ”locale”, dont on
peut déterminer le contenu fréquentiel par analyse de Fourier classique. On renouvelle alors
l’opération en déplaçant la fenêtre d’analyse. L’ensemble de ces transformations de Fourier
ainsi localisées forment la transformation de Gabor du signal, et fournissent donc une analyse
fréquentielle locale. La transformation de Gabor est définie comme suit :

Gf (k, b) =

+∞∫
−∞

f(x)h(x− b)e−2iπkxdx, (3.3)
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où b est le paramètre de position de la fenêtre h.
Dans la transformation de Gabor, la fenêtre h est une Gaussienne d’échelle σ = 1 et centré
sur b, ainsi h(x− b) = e−π(x−b)2 . Les fonctions analysantes ou fonctions de Gabor sont alors
définies par :

ψb,k(x) = e−π(x−b)2e2iπkx. (3.4)

Sur la Fig. 3.1, on peut voir un exemple d’une telle fonction. L’analyse en ondelettes, que

Fig. 3.1 – Fonction de Gabor.

nous détaillons un peu plus bas, est basée sur un concept quelque peu différent du concept
de fréquence : le concept d’échelle. Au lieu de considérer des fonctions oscillantes placées à
l’intérieur d’une fenêtre, que l’on fait ensuite coulisser le long d’un signal à analyser, les on-
delettes sont davantage des copies les unes des autres, copies presque conformes puisqu’elles
sont de forme constante et ne diffèrent que par leur taille. L’ensemble des fonctions d’onde-
lettes analysantes est construit par dilatation, compression et translation de l’ondelette de
base, appelée ondelette mère.

La différence fondamentale entre ces deux transformations tient précisément à cette
opération de dilatation : les ondelettes contrairement aux fonctions de Gabor, s’adaptent
d’elles mêmes à la taille des structures qu’elles recherchent. Elles sont très étendues pour
étudier les basses fréquences (les grandes échelles), et très fines pour étudier des phénomènes
plus transitoires (les petites échelles).

3.1.3 Un peu d’histoire contemporaine

En 1909, le mathématicien hongrois Alfred Haar découvre une base de fonctions dont les
éléments sont aujourd’hui considérés comme les premières fonctions de type ondelettes (Haar
1909). Cette fonction consistant en une courte impulsion positive suivie d’une courte impul-
sion négative (Fig. 3.3 en bas, à gauche) est aujourd’hui connue sous le nom de ”ondelettes
de Haar”. Mais, l’analyse multi-échelles n’avait pas encore vu le jour...

C’est en 1981 que Jean Morlet un ingénieur d’Elf-Aquitaine (Fig. 3.2 en haut, à gauche)
développe sa propre méthode pour l’analyse des données sismiques par des composantes
localisées dans le temps qu’il appellera ”ondelettes à forme constante”. Plus tard, elles seront
connues sous le nom de ”ondelettes de Morlet” (voir Fig. 3.3 en haut, à gauche). La méthode
de Morlet semble marcher, mais celui-ci n’est pas satisfait par ses preuves empiriques et
cherche à en démontrer l’exactitude. Le mathématicien Alex Grossman va l’aider à démontrer
que le signal original peut être reconstruit à partir de sa décomposition en ondelettes. Le
premier papier utilisant le mot ondelette est publié en 1984 (Morlet and Grossman 1984).
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Fig. 3.2 – En haut, à gauche, Jean Morlet. En haut, à droite, Yves Meyer. En bas, à gauche,
Stephane Mallat. En bas, à droite, Ingrid Daubeschies.

En 1985, Yves Meyer (Fig. 3.2 en haut, à droite) découvre un nouveau type d’ondelettes
(voir Fig. 3.3 en haut, à droite) qui possède la propriété d’être orthogonale. Ceci rend la
transformation en ondelettes aussi simple à manipuler que la transformation de Fourier.

En 1986, Stephane Mallat (Fig. 3.2 en bas, à gauche) ancien élève de Meyer fait le lien
entre la théorie des ondelettes et la littérature sur les codages en sous-bandes et les algorithmes
pyramidaux existants dans le domaine du traitement d’images. Les algorithmes pyramidaux
ont été découverts par Burt and Andelson en 1983 dans le cadre du traitement d’images. Ce
sont des algorithmes rapides fournissant des vues de plus en plus lissées d’une image. L’idée
d’analyse multi-échelles qui consiste à regarder un signal à différentes échelles de résolution
était donc déjà connue des experts en traitement d’images. Le codage en sous-bandes a été
inventé en 1977, au centre d’IBM, par Esteban and Galand, la motivation étant le téléphone
digital. Mallat est le premier à comprendre que les bases orthonormées d’ondelettes et le
codage en sous-bandes peuvent, dans la plupart des cas, être identifiés. Et on doit le succès
de la transformation en ondelettes à une méthode de discrétisation qu’il introduit en 1986
alors qu’il est encore étudiant en thèse. Mallat en collaboration avec Meyer montrent alors que
les ondelettes sont implicites dans l’analyse multi-échelles. Cette idée d’analyse multi-échelles
est un grand pas dans la recherche sur les ondelettes.

La dernière avancée est apportée par I. Daubeschies (Fig. 3.2 en bas, à droite) qui découvre
en 1987 une nouvelle classe d’ondelettes : les ondelettes à support compact (voir Fig. 3.3 en
bas, à droite). On dispose dès lors d’ondelettes orthogonales (comme celle de Meyer) à support
compact qui peuvent être implémentées en utilisant les idées simples des filtres digitaux.
En combinant les idées de Daubeschies et de Mallat, on obtient ainsi une transformation
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orthogonale simple qui peut être calculée très rapidement sur ordinateur.

Fig. 3.3 – En haut, à gauche, Ondelette de Morlet. En haut, à droite, Ondelette de Meyer.
En bas, à gauche, Ondelette de Haar. En bas, à droite, Ondelette de Daubeschies.

Les applications des ondelettes aujourd’hui sont vastes. On les utilise en imagerie médicale,
dans les films d’animation, pour la télévision haute définition, dans le stockage numérique des
empreintes digitales par le FBI, dans l’analyse des grandes structures de l’Univers, dans la
fameuse norme jpeg2000 pour compresser les images, etc... Ces nombreuses applications sont
dues au fait que la transformation en ondelettes permet de faciliter l’analyse, la transmission,
la compression de l’information, et son extraction du ”bruit” environnant. Le succès des
ondelettes est relié au concept de parcimonie que nous présentons dans la partie suivante.

3.2 Les ondelettes et la parcimonie

Nous allons maintenant introduire une notion très importante la parcimonie qui est la
clef d’une bonne représentation pour le signal.

3.2.1 A la recherche d’une représentation parcimonieuse

En analyse de données, on recherche fréquemment une bonne représentation des données
afin d’améliorer la qualité du traitement. La transformation la plus populaire est la transfor-
mation de Fourier qui transforme un signal en l’ensemble des fréquences présentes dans le si-
gnal. Une transformation qui a connu depuis quelques années un remarquable développement,
tant du point de vue théorique que du point de vue des applications est la transformation en
ondelettes.

Toutes les représentations ne se valent pas et on préfère généralement les représentations
parcimonieuses qui permettent de représenter le signal avec un nombre relativement limité de
coefficients. Autrement dit, seule une petite partie des coefficients est significatif, les autres
étant presque nuls.

Soit un signal S et une représentation Φ. Le signal S possède une décomposition unique
sur la représentation Φ :

S =
∑
k

αkΦk. (3.5)
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On dit que le signal S est parcimonieux dans la représentation Φ si la plupart des co-
efficients α sont nuls ou proches de zéro. Par exemple, la meilleure représentation pour une
sinusöıde est la transformation de Fourier qui représente la sinusöıde à l’aide d’un seul coeffi-
cient non nul. Globalement, la transformation de Fourier est bien adaptée pour représenter les
signaux périodiques. Mais pour ce qui est des signaux non-périodiques que l’on peut rencontrer
couramment, la transformation en ondelettes est généralement plus efficace à les représenter,
c’est-à-dire que toute l’information est contenue dans un nombre limité de coefficients. Plus
généralement, pour savoir si un signal est parcimonieux dans une représentation donnée, on
trace une courbe représentant la valeur absolue des coefficients classés par ordre décroissant
(voir Fig. 3.4). Si la représentation est parcimonieuse, on doit obtenir une distribution très
piquée c’est-à-dire un faible nombre de coefficients significatifs et un grand nombre de petits
coefficients.

|!|

Fig. 3.4 – Test de parcimonie : décroissance (de la valeur absolue) des coefficients classés par
ordre décroissant. Un signal est parcimonieux dans une représentation donnée, si le nombre
de grands coefficients est faible (en rouge) et si les autres coefficients sont nuls ou presque
nuls (en bleu).

En plus des applications à la compression de données, une telle capacité à ”concentrer”
l’information est souvent un avantage décisif pour de nombreuses applications.

3.2.2 Le filtrage par les ondelettes

Pour illustrer davantage les perspectives ouvertes par la parcimonie, prenons l’exemple du
filtrage de signaux bruités qui est extrêmement intéressant. Le débruitage est un problème
rencontré quotidiennement par nombre d’ingénieurs ou de scientifiques. En effet, quand on
mesure une quantité physique, la mesure n’est jamais exacte. Le résultat obtenu est entaché
d’une erreur, qui provient en général de facteurs multiples comme l’imprécision de l’appareil,
les vibrations du milieu... Le signal obtenu est alors souvent la somme du vrai signal et d’un
bruit de mesure, et le problème qui se pose est souvent de se débarrasser du bruit pour
accéder au signal original. Il s’agit d’un problème très classique, qui a déjà reçu nombre de
réponses souvent satisfaisantes. Il est cependant intéressant de décrire la solution très simple
qui est donnée par l’analyse en ondelettes. Très souvent, le signal original est représenté
parcimonieusement (au sens donné plus haut) par ses coefficients d’ondelettes, contrairement
au bruit. Ainsi, l’information intéressante est concentrée dans un nombre limité de coefficients,
alors que la contribution du bruit ne l’est pas. En utilisant la propriété de conservation de
l’énergie, propre aux transformations orthonormées telle que la transformation en ondelettes,
les coefficients en ondelettes provenant du bruit sont donc significativement plus faibles que
ceux du signal original. Pour débruiter, il suffit de calculer la transformée en ondelettes du
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signal bruité, de remplacer par zéro les coefficients qui sont trop faibles (c’est à dire plus
petits qu’un certain seuil) et de reconstruire. On court bien sûr le risque de remplacer par
zéro aussi quelques coefficients provenant du signal original, mais ces coefficients étant petits,
l’erreur ainsi commise est généralement peu importante, et facile à contrôler.

3.3 Le cadre mathématique et numérique des ondelettes

La transformation en ondelettes remplace la sinusöıde de la transformation de Fourier
ou la sinusöıde fenêtrée de la transformation de Gabor par une famille de translations et
dilatations d’une même fonction, l’ondelette. Les paramètres de translation et de dilatation
sont les deux arguments de la transformation en ondelettes.

3.3.1 Le cadre mathématique

La transformation en ondelettes continue

La transformation en ondelettes W continue d’un signal 1D f est définie par :

Wf (a, b) =

+∞∫
−∞

f(x)
1√
a
ψ∗
(
x− b

a

)
dx, (3.6)

où a (> 0) est le paramètre d’échelle et b est le paramètre de position. Wf (a, b) sont les
coefficients en ondelettes de la fonction f(x).
Les fonctions analysantes ou ondelettes sont définies par :

ψa,b(x) =
1√
a
ψ

(
x− b

a

)
. (3.7)

La famille de fonctions ondelettes est donc obtenue par translation et dilatation de l’ondelette
mère ψ. La transformation en ondelettes continue est donnée par les produits de convolution
entre f(x) est chacun des membres de la famille de fonctions ondelettes. On obtient ainsi
des coefficients en ondelettes qui sont fonction de l’échelle et de la position. Nous avons déjà
présenté quelques familles d’ondelettes ψ (voir Fig. 3.3) mais il en existe beaucoup d’autres
et autant de transformations en ondelettes différentes.

La transformation en ondelettes inverse est obtenue par :

f(x) =
1
Cψ

+∞∫
0

+∞∫
−∞

1√
a
W (a, b)ψ

(
x− b

a

)
da db

a2
, (3.8)

avec :

Cψ =

+∞∫
0

|ψ̂(2πk)|2

2πk
dk =

0∫
−∞

|ψ̂(2πk)|2

2πk
dk. (3.9)

La reconstruction est possible uniquement si l’ondelette ψ vérifie la condition d’admissibilité
que nous décrivons dans le paragraphe qui suit.
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Les propriétés de la fonction ondelette

Les deux propriétés les plus importantes pour une ondelette sont la condition d’admissibi-
lité et la condition de régularité. Ce sont aussi ces deux propriétés qui donnent aux ondelettes
leur nom.

Condition d’admissibilité :
Une fonction ψ(x) intégrable qui vérifie la condition d’admissibilité suivante :

∫
|ψ̂(2πk)|2

|2πk|
dk < +∞, (3.10)

peut être utilisée pour l’analyse et ensuite la reconstruction (ou synthèse) d’un signal sans
perte d’information (Sheng 1996). Où ψ̂ représente la transformée de Fourier de ψ.

La condition d’admissibilité implique donc que la transformée de Fourier de ψ(x) soit
nulle pour la fréquence nulle c’est-à-dire :

|ψ̂(2πk)|2k=0 = 0. (3.11)

Cette condition implique que la fonction ψ(x) qu’on appelle ondelette soit un filtre passe-
bande. De plus, une valeur zéro pour la fréquence nulle signifie aussi que cette fonction
ondellette doit-être à moyenne nulle :∫

ψ(x)dx = 0, (3.12)

et par conséquent la fonction ψ(x) doit osciller et s’amortir, d’où le nom de ondelette.

Condition de régularité :
On impose aussi d’autres conditions sur la fonction ondelette afin qu’elle ait une décroissance
rapide. C’est la condition de régularité qui assure que la fonction ondelette est suffisamment
lisse et concentrée à la fois dans le domaine temporel et fréquentiel. Le concept de régularité
n’est pas très simple nous allons essayer de l’expliquer à l’aide des moments nuls. Si nous
faisons un développement de Taylor de la transformée en ondelettes autour de b = 0 :

Wf (a, b = 0) =
1√
a

 n∑
p=0

f (p)(0)
∫
xp

p!
ψ
(x
a

)
dx+O(xn)

 , (3.13)

où f (p) est la pieme dérivée de f .

Définissons maintenant, les moments de l’ondelette ψ :

Mp =
∫
xpψ(x)dx. (3.14)

Nous pouvons alors réécrire 3.13 :

Wf (a, b = 0) =
1√
a

[
f(0)M0a+

f (1)(0)
1!

M1a
2 + ...+

f (n)(0)
n!

Mna
n+1 +O(an+1)

]
. (3.15)
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Grâce à la condition d’admissibilité, on sait déjà que le moment d’ordre 0 est nul (Le premier
terme du membre de droite de l’équation 3.15 est égal à zéro). Si maintenant on arrive à
faire que tous les moments jusqu’à l’ordre n soient nuls, les coefficients de la transformée en
ondelettes vont décrôıtre en an+2, pour une fonction f(x) lisse. Si une ondelette a n moments
nuls, l’ordre d’approximation de la transformée en ondelettes est aussi de n. En pratique,
les moments ne doivent pas être obligatoirement nuls, une petite valeur suffit souvent. Le
nombre de moments nuls nous donne la décroissance de l’ondelette et ceci est la clef d’une
représentation efficace. Ce nombre dépend fortement de l’application.

3.3.2 La transformation en ondelettes numérique

Les algorithmes rapides

L’une des raisons du succès rencontré par les méthodes basées sur la transformation
de Fourier tient dans l’existence d’algorithmes rapides de calcul qui leur sont associées (la
fameuse FFT pour Fast Fourier Transform). L’implémentation brutale de la transformation
en ondelettes continue obtenue par discrétisation donne des algorithmes très lents qui utilisent
beaucoup de mémoire. De plus, il n’existe pas de reconstruction exacte.

Les ondelettes doivent leur succès au développement d’algorithmes rapides d’analyse et
de synthèse basés sur les idées simples des filtres digitaux. Les transformations en ondelettes
discrètes, pour peu que l’ondelette soit convenablement choisie, sont naturellement associées
à des algorithmes qui peuvent être encore plus efficaces que les algorithmes de FFT dont la
complexité est de O(N logN).

Transformée en ondelettes redondante ou non-redondante

Les décompositions en ondelettes existent dans plusieurs versions, que l’on choisit en
fonction de l’application visée. On distingue principalement deux types de décompositions
en ondelettes. La première fournit des décompositions non-redondantes, dans lesquelles les
ondelettes considérées sont exactement en ”nombre suffisant” pour caractériser la fonction
analysée. L’alternative consiste à travailler avec des familles surabondantes d’ondelettes.

Transformée en ondelettes non-redondante (ou décimée)
Dans la première catégorie de décomposition en ondelettes, les ondelettes forment alors une
base orthonormée de l’espace considéré et le nombre de coefficients d’ondelettes calculés est
alors égal au nombre d’échantillons du signal de départ. Chaque élément de la base est ortho-
gonal aux autres. Ces bases d’ondelettes sont très utilisées, en particulier pour des applications
en compression des signaux, pour leurs qualités à représenter les signaux de manière parci-
monieuse.

Dans certaines conditions, on utilise des bases bi-orthogonales pour plus de flexibilité. On
dispose alors de deux familles de fonctions d’échelle formant chacune une base, l’une utilisée
pour la décomposition (ou analyse) ϕ(x) et l’autre pour la reconstruction (ou synthèse) ϕ̃(x)
mais la transformée reste exacte et non-redondante.

Dans le cas d’une transformation en ondelettes non redondante, le nombre de coefficients
d’ondelettes calculés est égal au nombre d’échantillons N contenus dans le signal de départ.
On montre également que les algorithmes correspondants de décomposition en base d’onde-
lettes et de reconstruction sont de complexité N .
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Transformée en ondelettes redondante (ou non-décimée)
Les familles d’ondelettes ne forment pas forcément des bases. On utilise alors des trames
d’ondelettes qui sont des familles surabondantes d’ondelettes. Ces décompositions redon-
dantes sont très utilisées en analyse des signaux par exemple dans le filtrage. Le nombre de
coefficients d’ondelettes est choisi de telle manière que chaque échelle ait le même nombre de
coefficients en ondelettes que le signal de départ. Elles permettent notamment de facilement
localiser les composantes du signal à chaque échelle.

3.4 Les transformations bidimensionnelles

Les applications des ondelettes sont nombreuses aujourd’hui et n’ont cessé de se développer
ces dernières années, à tel point qu’on a parfois voulu en faire l’outil idéal, adapté à tous les
problèmes. S’il est vrai que les ondelettes sont optimales, pour l’analyse d’une grande classe
de signaux unidimensionnels : les signaux lisses par morceaux, pour l’analyse des signaux
bidimensionnels, elles rencontrent des difficultés à représenter des images avec des compo-
santes fortement anisotropes. Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord présenter deux
transformations en ondelettes parmi les plus utilisées en astrophysique. Nous introduirons
ensuite, deux nouvelles représentations multi-échelles.

3.4.1 La transformation en ondelettes bi-orthogonale

De nombreux algorithmes de transformations en ondelettes ont été développés (Mallat
1999) La transformation en ondelettes la plus utilisée est la transformation en ondelettes
bi-orthogonale. qui décompose un signal 1D comme suit :

S(x) =
∑
η

ϕ̃J,η(x)cJ(η) +
∑
η

J∑
j=1

ψ̃j,η(x)wj(η), (3.16)

avec ϕj,η = 2−jϕ(2−jx−η) et ψj,η = 2−jψ(2−jx−η), où ϕ et ψ sont respectivement la fonction
d’échelle et la fonction ondelette. J est le nombre d’échelles utilisées pour la décomposition,
wj correspond aux coefficients en ondelettes à l’échelle j et cJ est une version lissée du signal
S. Notons que seules les échelles dyadiques1 sont considérées.

Les coefficients cj(η) et wj(η) sont obtenus grâce aux filtres de décomposition h et g :

cj+1(l) =
∑
k

h(η − 2l)cj(η),

wj+1(l) =
∑
k

g(η − 2l)cj(η). (3.17)

Les filtres h et g associés respectivement à la fonction d’échelle ϕ et la fonction ondelette ψ
doivent vérifier les équations de dilatation suivantes :

1
2
ϕ(
x

2
) =

∑
η

h(η)ϕ(x− η),

1
2
ψ(
x

2
) =

∑
η

g(η)ϕ(x− η), (3.18)

et la reconstruction du signal est obtenue de la manière suivante :

cj(l) = 2
∑
k

(
h̃(η + 2l)cj+1(η) + g̃(η + 2l)wj+1(η)

)
, (3.19)

1Les échelles dyadiques correspondent aux échelles qui sont des puissances de 2 de l’échelle initiale.
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où les filtres duals h̃ et g̃ doivent vérifier les deux conditions suivantes :

ĥ∗
(
k +

1
2

)
ˆ̃
h(k) + ĝ∗

(
k +

1
2

)
ˆ̃g(k) = 0,

ĥ∗(k)ˆ̃h(k) + ĝ∗(k)ˆ̃g(k) = 1. (3.20)

En termes de bancs de filtres, la transformation en ondelettes bi-orthogonale devient ortho-
gonale quand h = h̃ et g = g̃.

h̄

ḡ

2

2
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2

2
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2
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cj

cj

cj+1
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XKeep one sample out of 2

Insert one zero between each two samples

Convolution with lter X

Fig. 3.5 – Algorithme pyramidal rapide associé à la transformation en ondelettes bi-
orthogonale. En haut : Décomposition par la transformation en ondelettes rapide en utilisant
les filtres h̄ et ḡ et en supprimant un coefficient sur deux. En bas : Reconstruction par la
transformation en ondelettes rapide inverse en insérant des zéros et en utilisant les filtres
duals h̃ et g̃.

A la décomposition, cj+1 et wj+1 sont calculés en convoluant cj avec les filtres h̄(η) =
h(−η) (filtre passe-bas) et ḡ(η) = g(−η) (filtre passe-haut). Le résultat de ces deux convolu-
tions est ensuite décimé, en supprimant un coefficient sur 2. wj+1 est gardé, et cj+1 est utilisé
pour calculer cj+2 et wj+2 et ainsi de suite (voir la Fig. 3.5 en haut). A la reconstruction,
on ajoute un 0 entre chaque coefficient de cJ et wJ qui sont ensuite convolués par les filtres
duals h̃ et g̃ puis sommés pour obtenir cJ−1. La procédure est répétée jusqu’à la plus petite
échelle (voir la Fig. 3.5 en bas).

Comparé à la transformation en ondelettes continue, nous avons beaucoup moins d’échelles
puisque seules les échelles dyadiques sont considérées (aj = 2ja0).

L’algorithme 2D est basé sur la séparation des deux variables x et y. Les mêmes filtres
h et g décris précédemment (1D) sont d’abord appliqués dans une direction (x) puis dans
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l’autre (y) (voir la Fig. 3.6).

Fig. 3.6 – Schéma pour illustrer une décomposition en ondelettes non-redondante avec une
seule échelle en utilisant la transformation en ondelettes bi-orthogonale. On applique les filtres
h et g comme si on avait un signal 1D d’abord sur les colonnes puis sur les lignes. La sous-
image hh représente le plan lissé, hg contient les structures étirées selon la direction verticale,
gg les structures diagonales et gh les structures horizontales

La fonction d’échelle ϕ(x, y) est définie comme suit :

ϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y), (3.21)

et les détails à chaque échelle sont obtenus à partir de trois fonctions ondelettes ψi(x, y)
suivantes :

– l’ondelette verticale ψ1(x, y) = ϕ(x)ψ(y),
– l’ondelette horizontale ψ2(x, y) = ψ(x)ϕ(y),
– l’ondelette diagonale ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y).

On obtient ainsi trois sous-images pour chaque échelle j (où j = 1...J).

La transformation en ondelettes bi-orthogonale est optimale pour traiter des images conte-
nant des structures isotropes ou légèrement anisotropes. La Fig. 3.7 montre l’exemple d’une
décomposition en ondelettes non-redondante sur une seule échelle en utilisant la transforma-
tion en ondelettes bi-orthogonale. On voit bien que chacune des trois sous-images associées à
la première échelle a une direction privilégiée. En haut à gauche, on voit ressortir les struc-
tures verticales, en haut à droite les structures horizontales et en bas à droite les structures
diagonales.

3.4.2 La transformation en ondelettes isotrope non-décimée

La transformation en ondelettes isotrope non-décimée est bien connue dans le domaine
de l’astrophysique car les objets astrophysiques tels que les étoiles, les amas... sont le plus
souvent isotropes (Slezak et al. 1994; Starck and Murtagh 2002).

Pour de telles données isotropes, les filtres doivent satisfaire certaines conditions :
– Les filtres 1D doivent être symétriques (h(−x) = h(x), et g(−x) = g(x)).
– Les filtres 2D : h, g, ψ, ϕ doivent être isotropes.

Par contre, les filtres n’ont pas besoin d’être orthogonaux ou bi-orthogonaux.
Pour des raisons pratiques, on préférera des filtres séparables h(x, y) = h(x)h(y).
Une fonction d’échelle ϕ(x) qui est couramment utilisée est la fonction B3spline (voir

Fig. 3.8) qui est définie comme suit :

ϕ(x) = B3(r) =
1
12

(|x− 2|3 − 4|x− 1|3 + 6|x|3 − 4|x+ 1|3 + |x+ 2|3). (3.22)
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Fig. 3.7 – Résultat d’une transformation en ondelettes bi-orthogonale non-redondante pour
une décomposition avec une seule échelle. L’image en haut à gauche fournit les détails cor-
respondant à l’ondelette verticale, en bas à droite les détails correspondant à l’ondelette
horizontale, en haut à droite, les détails correspondant à l’ondelette diagonale. Enfin l’image
en bas à gauche correspond au plan lissé.

Le filtre h associé 1D est :

h =
(

1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

)
.

Il vérifie bien la condition de symétrie.
Pour l’algorithme 2D, on utilise une fonction d’échelle à variables séparées : ϕ(x, y) =
ϕ(x)ϕ(y). La fonction ondelette ψ associée est :

1
4
ψ
(x

2
,
y

2

)
= ϕ(x, y)− 1

4
ϕ
(x

2
,
y

2

)
,

elle est définie comme la différence entre deux résolutions (voir Fig. 3.8).
Le filtre h associé 2D est :

h =
(

1
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)
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L’approche décimée est plus compliquée que celle de la transformation en ondelettes
décimée. Mais il existe une manière très efficace de l’implémenter appelée algorithme à trous
qui a été développé par Holdschneider et al. (1989) et Shensa (1992). Cet algorithme est basé
sur le principe de décomposition rapide en ondelettes discrètes proposé par Mallat (1999).
cj+1(l) et wj+1(l) peuvent être exprimés de la manière suivante :

cj+1(l) = (h̄j ∗ cj)(l) =
∑
η

h(η)cj(l + 2jη),

wj+1(l) = (ḡj ∗ cj)(l) =
∑
η

g(η)cj(l + 2jη). (3.23)
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Fig. 3.8 – A gauche, la fonction d’échelle B3spline ϕ(x) et à droite, la fonction ondelette
ψ(x).

Le filtre hj (respectivement gj) est obtenu en ajoutant 2j − 1 zéros entre chaque coefficients
de h (respectivement g) d’où le nom de “à trous” donné à l’algorithme.
La transformation en ondelettes “à trous” décompose ainsi une image I(x, y) de la manière
suivante :

I(x, y) = cJ(x, y) +
J∑
j=1

wj(x, y), (3.24)

où cJ est une version lissée de l’image I et wj représente les details de I à l’échelle 2j (voir
Starck and Murtagh 2002, pour plus de détails). En sortie de l’algorithme, on obtient J + 1
images (souvent appelées échelles ondelettes) de la même taille que l’image de départ.

La reconstruction de l’image à partir de ses coefficients en ondelettes est très simple quand
on choisit une B3spline comme fonction d’échelle ϕ(x, y). L’image initiale est la somme de
toutes les échelles en ondelettes et du plan lissée pour chaque pixel (x, y) car les filtres de
synthèse sont tout simplement : h̃ = δ et g̃ = δ.

Cette transformation en ondelettes isotrope est bien adaptée pour représenter des images
composées de structures fortement isotropes. La Fig. 3.9 montre l’exemple d’une décomposition
en ondelettes redondante sur cinq échelles en utilisant la transformation en ondelettes “à
trous”. L’image du haut correspond à l’image originale et les images du bas correspondent
aux 5 échelles et au plan lissé (en bas à droite).

En dépit du succès que l’analyse en ondelettes a pu rencontrer et de la diversité de ses
applications, elle est loin de nous donner une réponse universelle et finale au problème com-
plexe de représentation des signaux. Cependant, elle fournit souvent une réponse qui n’est
pas très éloignée de la réponse optimale, ce qui, combiné à la grande simplicité de l’outil et sa
grande efficacité algorithmique, explique son succès grandissant. En revanche, dans certains
cas bien précis, il est nécessaire de rechercher des techniques permettant de s’approcher plus
encore de l’optimalité, tout en essayant de conserver les atouts des ondelettes. Par exemple,
un des désavantages de la transformation en ondelettes 2D est qu’elle ne permet pas d’ana-
lyser efficacement les images composées de structures fortement anisotropes. Les ondelettes
rencontrent en effet des difficultés à représenter les contours contenus dans les images. Un
grand nombre de coefficients sont nécessaires échelle par échelle, pour représenter une ligne
ou une courbe. Avec autant de coefficients pour approximer un bord, l’analyse devient plus
difficile. Les idées classiques de multi-échelles ne s’adressent donc qu’à une portion de tous
les phénomènes : ceux qui sont plus ou moins isotropes à toutes les échelles et à toutes les
positions. Deux nouvelles transformations : la transformation en ridgelets et la transforma-
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Fig. 3.9 – Résultat d’une transformation en ondelettes redondante sur 5 échelles. En haut,
l’image originale, en bas les 5 plans en ondelettes de même taille que l’image originale.

tion en curvelets, ont été introduites comme des alternatives à la représentation des images
par les ondelettes.

3.4.3 La transformation en ridgelets

La transformation en ridgelets a été développée par E. Candès en 1999b pour traiter
des images possédant des structures rectilignes et ainsi fournir une bonne représentation des
bords parfaitement droits.

Soit une fonction f(x1, x2). La représentation en ridgelets est la superposition d’éléments
de la forme a−1/2ψ((x1 cos θ + x2 sin θ − b)/a) où ψ est une ondelette, a > 0 le paramètre
d’échelle, b la paramètre de position et θ le paramètre d’orientation. Une ridgelet est constante
le long des lignes x1 cos θ+ x2 sin θ = const, et transversalement à cette ligne c’est une onde-
lette (voir Fig. 3.10). Ainsi, contrairement à une ondelette, la ridgelet a deux caractéristiques
supplémentaires : une longueur égale à celle de l’image et une orientation permettant ainsi
l’analyse de l’image dans toutes les directions.

La transformation en ridgelets permet de trouver une représentation optimale dans le
cas d’images possédant des structures rectilignes. La transformation en ridgelets possède un
algorithme rapide et une reconstruction exacte. Cependant en traitement d’images, les bords
sont généralement courbes plutôt que rectilignes. Par conséquent les ridgelets seules ne per-
mettent pas d’avoir une représentation optimale.
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Fig. 3.10 – Quelques ridgelets.

3.4.4 La transformation en curvelets

Les ridgelets sont essentiellement destinées à traiter des structures rectilignes mais elles
peuvent être adaptées pour représenter des objets avec des bords courbes en utilisant une
localisation multi-échelles appropriée. La transformation en curvelets a donc été introduite
par Candès and Donoho (1999a) en suivant ce principe. Elle utilise la transformation en
ridgelets de manière locale : les curvelets approximent une courbe par une suite de segments.

L’idée de la transformation en curvelets est de décomposer l’image dans un premier
temps en un jeu de plans en ondelettes (en utilisant une transformation en ondelettes). On
décompose alors chacun des plans en plusieurs blocs qu’on analyse avec une transformation
en ridgelets. Comme la transformation en ridgelets, la transformation en curvelets possède
un algorithme rapide (Candès et al. 2006) est sa reconstruction est exacte. Elle fournit ainsi
une représentation optimale pour les images possédant des structures fortement anisotropes
(Starck et al. 2003, 2004b; Lambert et al. 2006).

3.5 Conclusion

Ce qu’il faut retenir, c’est que la recherche d’une bonne représentation est un problème
central en traitement d’image. Selon le type d’image dont on dispose et selon le type d’ap-
plication, on ne choisira pas la même transformation. Au cours de la dernière décennie, les
représentations classiques du signal ont été lentement complétées par un grand nombre de
nouvelles représentations multi-échelles. Au lieu de représenter les signaux comme une super-
position de sinusöıdes en utilisant la représentation de Fourier classique, nous avons main-
tenant à notre disposition un grand nombre d’alternatives telles que les ondelettes (Mallat
1989), les ridgelets (Candès and Donoho 1999b) ou encore les curvelets (Candès and Donoho
1999a; Starck et al. 2002; Candès et al. 2006), etc... Ces transformations sont le plus souvent
redondantes c’est-à-dire que certains éléments de la représentation peuvent s’écrire en fonc-
tion d’autres éléments de cette même représentation. La décomposition d’un signal avec ces
transformations n’est donc pas unique. Même si ceci peut accrôıtre la complexité de l’analyse,
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cela nous donne la possibilité de choisir parmi un grand nombre de transformations, celle qui
donne la meilleure représentation des données.
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Comme nous l’avons introduit précédemment, la distorsion des images des galaxies loin-
taines par cisaillement gravitationnel offre une méthode directe pour sonder les propriétés
statistiques de la matière noire de l’Univers et cela, sans faire aucune hypothèse sur les re-
lations matière noire - matière visible. L’analyse statistique du cisaillement gravitationnel
est ainsi utilisé pour apporter des contraintes sur le modèle cosmologique. Mais l’analyse
des données obtenues par effet de lentille gravitationnelle faibles supposent inévitablement
de masquer certaines régions du champ afin d’enlever les étoiles brillantes qui saturent le
détecteur. Une introduction au problème des données manquantes est proposée §2.4.3. Avoir
des données manquantes dans la mesure du cisaillement gravitationnel est naturel mais exige
un traitement adéquat. La méthode d’analyse la plus souvent utilisée pour contraindre les
paramètres cosmologiques est la fonction de corrélation à deux points (Maoli et al. 2001;
Refregier et al. 2002; Bacon et al. 2003; Massey et al. 2005). Cette statistique à deux points
à l’avantage de ne pas être biaisée par la présence de données manquantes. Par contre, son
estimation est très longue, nécessitant O(N2) opérations. Il n’est donc pas possible d’utiliser
cette méthode pour les futurs grands relevés du ciel. L’estimation de la fonction de corrélation
à deux points dans l’espace de Fourier (le spectre de puissance) est beaucoup plus rapide,
nécessitant O(N logN) opérations, mais elle est fortement affectée par la présence de données
manquantes.

L’estimation des statistiques à deux points est devenue un point important dans l’analyse
de données en cisaillement gravitationnel mais aussi dans d’autres domaines comme l’étude
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du CMB. Un grand nombre d’articles abordant le problème de l’estimation de la fonction de
corrélation à deux points, ou celle du spectre de puissance, en présence ou non de données
manquantes a été publié ces derniers années (Bond et al. 1998; Ruhl et al. 2003; Tegmark
1997; Hivon et al. 2002; Hansen et al. 2002; Szapudi et al. 2001b,a; Efstathiou 2004; Szapudi
et al. 2005). Des statistiques d’un ordre supérieur telles que la fonction de corrélation à trois
et quatre points ont aussi été étudiées (Bernardeau et al. 2003; Pen et al. 2003; Jarvis et al.
2004) et il a été montré qu’elles pouvaient apporter des contraintes supplémentaires sur les
paramètres cosmologiques. Toutes ces méthodes sont détaillées §2.4.3.

La solution qui est proposée dans ce chapitre est de traiter correctement les zones man-
quantes afin de réduire leur impact sur l’estimation du spectre de puissance et des statistiques
d’ordre supérieur. Pour cela, nous utilisons une nouvelle approche appelée inpainting qui per-
met d’interpoler les données manquantes en se basant sur la représentation parcimonieuse
des données.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans une première partie, nous présentons cette
méthode d’inpainting basée sur la parcimonie et nous montrons son application aux données
de cisaillement en considérant en première approximation que le masque se trouve dans
les cartes de convergence. Dans une deuxième partie, nous considérons, le cas réaliste où le
masque se trouve dans les cartes de cisaillement. Nous décrivons alors la méthode, totalement
nouvelle, que nous avons développée qui permet de reconstruire une carte de convergence
complète à partir des données de cisaillement incomplètes. Enfin, dans une dernière partie,
nous montrons l’efficacité de cette méthode pour l’estimation des statistiques à deux et trois
points.

4.1 Interpolation des données manquantes

Les données manquantes présentes dans les données de cisaillement gravitationnel ont be-
soin d’être manipulées correctement. Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthode d’in-
terpolation des données manquantes basée sur la représentation parcimonieuse des données.
Et nous présentons une application de cette méthode aux données de cisaillement en considérant
en première approximation que le masque se trouve dans les cartes de convergence. Afin de
valider cette méthode, des simulations à N-corps sont utilisées.

4.1.1 Simulation des données de cisaillement gravitationnel

Les simulations numériques, qui reposent notamment sur les modèles cosmologiques theo-
riques, jouent un rôle particulièrement important en cosmologie. D’une part, la confrontation
entre les simulations de modèle cosmologique et les observations diverses de l’Univers per-
mettent de faire progresser notre connaissance de l’Univers et d’élaborer des modèles cosmo-
logiques de plus en plus proche de la réalité. C’est l’utilisation que nous en aurons au chapitre
VI. D’autre part, les simulations numériques permettent de valider de nouvelles méthodes de
traitement de données. Plus les simulations sont réalistes et plus elles permettent d’éviter des
comportements inattendus. Dans ce chapitre et au chapitre V, nous utilisons des simulations
numériques réalistes pour valider de nouvelles méthodes de traitement.

Dans ce paragraphe, nous décrivons les simulations réalistes que nous utilisons tout au
long de ce chapitre.

Simulations 3D à N-corps

Nous avons simulé des cartes de convergence réalistes en utilisant le code RAMSES (Teys-
sier 2002) qui permet de réaliser des simulations cosmologiques N-corps à maillage adaptatif.
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Le modèle cosmologique adopté est un modèle ΛCDM pris en concordance avec les obser-
vations de WMAP. Nous avons choisi un modèle avec les paramètres suivants : Ωm = 0.3,
σ8 = 0.9, ΩΛ = 0.7, h = 0.7 et nous avons fait tourner 33 simulations différentes du même
modèle. Chaque simulation contient 2563 particules avec une taille de bôıte de 162 Mpc/h.
La précision de la grille est ensuite affinée quand le nombre de particules localement est
supérieur à 10. Et ainsi de suite jusqu’à atteindre un niveau maximum de raffinement de 6
qui correspond à une résolution spatiale de 10 kpc/h.

Utilisation du calcul sur grille

La simulation a été déployée sur une architecture de grille conçue en France sous le nom
de projet Grid’5000 (Bolze et al. 2006). Un middle-ware récemment développé appelé DIET
(Caron and Desprez 2006) a été utilisé afin de compiler et d’exécuter le code RAMSES sur
un système de grille largement inhomogène. Pour cette expérience (Caniou et al. 2007), 12
clusters ont été nécessaires sur 7 sites sur une durée de 48 heures. Au total, 816 noeuds de
grille ont été utilisés pour cette expérience qui a permis de générer ces 33 simulations. Notons,
que l’ensemble de la simulation a tourné en 2 jours et aurait mis plus de deux mois sur un
machine avec 32 processeurs.

Simulations de cartes de convergence

En cisaillement gravitationnel, la distribution de masse projetée est donnée par la carte
de convergence effective κe qui est calculée par intégration de la fluctuation de densité le
long de la ligne de visée. Dans cette approche, nous négligeons le fait que la trajectoire des
rayons lumineux n’est pas rectiligne, suivant ainsi l’approximation de Born (voir par exemple
Bartelmann and Schneider 2001) et nous supposons que toutes les sources sont dans le même
plan. La convergence effective ainsi obtenue est :

κe =
3H2

0Ωm

2c2

w∫
0

fk(w′)fk(w − w′)
fk(w)

δ(fk(w′))
a(w′)

dw′, (4.1)

où fk(w) est la distance comobile de w, H0 est la constante Hubble, Ωm est paramètre de
densité de matière, c est la vitesse de la lumière et a le facteur d’échelle, δ est la distribution
de Dirac.

Dans les simulations 3D à N-corps, les distributions de densité sont représentées en uti-
lisant des particules discrètes. La manière la plus simple de convertir une telle distribution
de particules en une densité consiste à diviser la simulation en pixels. Dans le cas le plus
général, la lentille est composée de plusieurs plans de matière. On reconstitue ces plans en
intégrant la densité de matière sur des tranches de la simulation 3D. Ces tranches sont ensuite
projetées pour obtenir des cartes de masse 2D. La carte de convergence effective peut alors
être calculée en intégrant une série de ces plans de masse 2D le long de la ligne de visée en
utilisant la courbe d’efficacité des effets de lentille gravitationnelle faibles. Cette procédure
a déjà été utilisée par Vale and White (2003). La distribution de masse (voir l’équation 4.1)
peut ainsi s’exprimer de la manière suivante :

κe ≈
3H2

0ΩmL

2c2
∑
i

χi(χ0 − χi)
χ0a(χi)

(
npR

2

Nts2
−∆rfi

)
, (4.2)

où L est la longueur de la bôıte, χ sont les distances comobiles, avec χ0 étant la distance
comobile aux galaxies sources. La somme est réalisée sur la bôıte i entre les distances comobiles
r1 et r2. Le nombre de particules associé à un pixel de la simulation est np, le nombre total
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de particules dans une simulation est Nt et s = Lp/L où Lp est l’épaisseur du plan créant le
cisaillement. R est la taille des cartes 2D et ∆rfi = r2−r1

L .

Fig. 4.1 – Carte de convergence simulée pour un modèle ΛCDM avec les paramètres suivants :
σ8 = 0.9 et Ωm = 0.3. La région observée est de 1◦ x 1◦.

A partir des 33 simulations 3D décrites plus haut, nous avons dérivé 100 cartes de conver-
gence simulées. Sur la Fig. 4.1 on peut voir une des cartes 2D obtenue par intégration des
fluctuations de densité 3D sur une des 33 réalisations. Les surdensités correspondent à des
amas de galaxies. Les valeurs typiques de κ sont ainsi de l’ordre de quelques pourcents.

Simulation de cartes de convergence avec des données manquantes

Dans nos simulations, nous avons choisi de considérer les deux types de masques présentés
Fig. 2.13 afin de voir l’impact de la forme du masque sur la qualité de la méthode. Nous
introduisons ainsi ces deux masques dans les cartes de convergence simulées que nous venons
de décrire.

4.1.2 Introduction aux méthodes d’inpainting

Nous allons maintenant parler des différentes méthodes d’interpolation d’image associées
au terme générique d’inpainting. Et nous allons nous intéresser à l’une d’elle, basée sur la
représentation parcimonieuse des données.

Les différentes méthodes d’inpainting

Le terme d’inpainting, qui signifie interpolation d’image, consiste à restaurer à partir des
données restantes une partie de l’image qui a été détériorée ou masquée. Le terme d’inpainting
a longtemps été utilisé exclusivement par les restaurateurs d’oeuvres d’art qui essayaient de
retoucher à la main, de manière la plus fidèle possible, des oeuvres détériorées (voir Fig. 4.2).
C’est assez récemment que l’inpainting numérique a commencé à susciter un vif intérêt parmi
la communauté des mathématiques appliquées grâce à une méthode introduite par Bertalmio
et al. (2000). Cette méthode consiste à propager de l’information à partir des frontières des
trous en garantissant un certain lissage. Elle mène à un modèle d’équations différentielles
partielles non-linéaires (EDP). En suivant ces travaux, de nombreux auteurs ont proposé
des nouveaux algorithmes d’inpainting (Chan and Shen 2001; Masnou and Morel 2002; Ver-
dera et al. 2003; Bornemann and März 2006; Chan et al. 2006). De nombreuses techniques
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d’inpainting numérique ont donc été développées et dédiées à des applications diverses : à la
restauration d’oeuvres d’art bien sûr, à la restauration de photos, pour corriger les erreurs
de transmission d’images... Cette grande variété d’applications explique l’engouement impor-
tant rencontré récemment dans la littérature relative au traitement d’images pour ce type de
méthodes.

Fig. 4.2 – A gauche, exemple d’oeuvre d’art présentant une éraflure, à droite, l’image après
inpainting réalisé à la main par des artistes. Détails de ”Cornelia Mère de Gracques” par J.
Suvée (Louvre).

Plus récemment, Elad et al. (2005) introduit une nouvelle approche d’inpainting se basant
sur la représentation parcimonieuse du contenu de l’image. Cet algorithme est une extension
directe des techniques d’analyse par composantes morphologiques (MCA pour Morphological
Component Analysis) (Starck et al. 2004b) qui permettent de séparer les éléments contenus
dans une image quand ces éléments possèdent des caractéristiques morphologiques différentes.
Ce type d’analyse décompose une image en plusieurs de ces composantes ou chaque compo-
sante est parcimonieuse dans une représentation (ou un dictionnaire) donnée. Les hypothèses
de cette méthode sont empruntées à la théorie du Compressed Sensing (CS) récemment
développé par Donoho (2004); Candès et al. (2004); Candès and Tao (2005, 2004). Cette
nouvelle méthode utilise un a priori de parcimonie dans la solution. Elle suppose qu’il existe
une représentation (la transformation en ondelettes, la transformation de Fourier, etc.) où
les données complètes sont parcimonieuses et les données incomplètes le sont moins. Par
exemple, les bords du masque ne sont pas bien représentés dans la représentation de Fourier
introduisant beaucoup de fréquences inutiles. Ainsi la minimisation du nombre de fréquences
est une manière de renforcer la parcimonie dans l’espace de Fourier.

La clef de voûte de cette méthode que l’on appellera inpainting-MCA est la notion de
parcimonie (voir §3.2). En effet, cette méthode suppose qu’il existe une représentation parci-
monieuse des données.

Inpainting basé sur une décomposition parcimonieuse

Généralement, le problème d’inpainting peut être défini de la manière suivante. Soit X
l’image complète, Y l’image observée incomplète et M le masque binaire (c’est-à-dire Mi = 1
s’il existe de l’information au pixel i, Mi = 0 autrement). Pour résumer, nous avons : Y =
MX. L’inpainting consiste à retrouver X connaissant Y et M .

Dans beaucoup d’applications - telles que la compression, le débruitage, la séparation
de sources et bien sûr l’inpainting - une bonne représentation du signal est nécessaire pour
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assurer la qualité du traitement. Toutes les représentations ne sont pas intéressantes et on
a tendance à préférer les représentations parcimonieuses parce qu’elles rendent l’information
plus concise et donc plus facilement interprétable. Une représentation parcimonieuse est une
représentation où seulement très peu de coefficients ont une valeur significative. Cela signifie
que l’on cherche une représentation α = ΦTX du signal X dans la représentation ou le
dictionnaire Φ où la plupart des coefficients αi sont proches de zéro, alors que seulement
quelques uns ont une valeur absolue significative.

Récemment un grand nombre de nouvelles représentations du signal sont apparues : les
ondelettes (Mallat 1989), les ridgelets (Candès and Donoho 1999b), les curvelets (Candès
and Donoho 1999a; Candès et al. 2006)... La plupart de ces bases sont sur-complètes, ce
qui signifie que certains éléments du dictionnaire peuvent être obtenus par la combinaison
linéaire d’autres éléments du même dictionnaire. Par conséquent, la décomposition dans un
tel dictionnaire n’est pas unique. Et bien que cela puisse augmenter la complexité de l’analyse,
cela nous donne la possibilité de sélectionner parmi un grand nombre de représentations celle
qui représente le mieux les données.

Pour trouver une représentation parcimonieuse, nous devons minimiser :

min
X
‖ΦTX‖0 avec ‖ Y −MX ‖2≤ σ, (4.3)

où ||z||0 représente la pseudo-norme l0, c’est-à-dire le nombre de coefficients z non-nuls et ||z||
représente la norme l2 classique (c’est-à-dire ||z||2 =

∑
k(zk)

2) et σ représente l’écart-type
du bruit dans le cas de données bruitées. Ici nous supposons qu’aucun bruit ne perturbe
les données Y , σ = 0 (c’est-à-dire que la contrainte devient une égalité). Comme nous en
discuterons plus tard , l’extension de la méthode pour traiter des données bruitées est directe.

Il a été montré que si ΦTX est suffisamment parcimonieux, la pseudo-norme l0 peut être
remplacé par la norme l1 (c’est-à-dire ||z||1 =

∑
k |zk|) (Donoho and Huo 2001). La solution

d’une telle optimisation peut alors être obtenue en utilisant un algorithme itératif de seuillage
appelé MCA (Elad et al. 2005) :

Xn+1 = ∆Φ,λn(Xn +M(Y −Xn)), (4.4)

où l’opérateur non-linéaire ∆Φ,λ(Z) réalise les opérations suivantes :
– décomposition du signal Z sur le dictionnaire Φ pour dériver les coefficients α = ΦTZ.
– seuillage des coefficients : α̃ = ρ(α, λ), où l’opérateur de seuillage ρ peut être soit un

hard-thresholding (i.e. ρ(αi, λ) = αi si |αi| > λ et 0 autrement) ou un soft-thresholding
(i.e. ρ(αi, λ) = sign(αi)max(0, |αi| − λ)). Le hard-thresholding correspond à l’optimisa-
tion avec la norme l0 alors que le soft-thresholding celle avec la norme l1.

– reconstruction de Z̃ à partir des coefficients seuillés α̃.

Le seuil λn décrôıt à chaque itération et la décroissance du seuil joue un rôle important.
Cela permet d’éviter de converger vers des minimums locaux. Plus de détails concernant le
problème d’optimisation peuvent être trouvés dans Combettes and Wajs (2005); Fadili et al.
(2007). Pour beaucoup de dictionnaires tels que les ondelettes ou Fourier, des opérateurs
rapides de décomposition existent ainsi l’itération de l’équation 4.4 est rapide. A chaque
itération, il suffit de réaliser une transformation directe, de seuiller les coefficients et de faire
ensuite la transformation inverse. Le cas où le dictionnaire est l’union de sous-dictionnaire
Φ = {Φ1, ...,ΦT } où chaque Φi possède un opérateur de décomposition rapide a également
été étudié (Starck et al. 2004b; Elad et al. 2005; Fadili et al. 2007).

En général, il existe quelques restrictions concernant l’utilisation de l’inpainting basé sur
la parcimonie. Tout d’abord, la méthode d’inpainting suppose qu’une bonne représentation
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pour les données ne doit pas être une bonne représentation pour les trous. Ce qui signifie
que les structures de l’image doivent pouvoir être représentées à l’aide d’un petit nombre de
coefficients, mais si on enlève une partie des données un grand nombre de coefficients doit
être nécessaire pour tenir compte du ou des trous. En minimisant le nombre de coefficients
significatifs parmi tous ces coefficients, les données initiales peuvent être approximées. La
deuxième restriction consiste à dire que les trous dans les données doivent être plus petits
que les éléments du dictionnaire si l’on veut que l’inpainting reste possible. En effet, si un
trou enlève une partie d’un objet qui est bien représenté par un élément du dictionnaire, cet
objet pourra facilement être retrouvé. Par contre si la totalité de l’objet est masqué, il est
évident qu’il ne sera jamais reconstruit.

Quelques expériences

Nous allons commencer par essayer d’expliquer simplement le principe d’inpainting basée
sur la parcimonie. Prenons l’exemple d’une fonction sinusöıde (voir Fig. 4.3 en haut à gauche).
La meilleure représentation d’une sinusöıde est donnée par la transformée de Fourier, qui
représente le signal grâce à un seul coefficient non nul (voir Fig. 4.3 en bas à gauche). Si main-
tenant on introduit un masque (voir sur la Fig. 4.3 en haut à droite), la transformée de Fourier
de cette sinusöıde tronquée est composée d’un coefficient fort, le même que précédemment, et
d’un certain nombre de petits coefficients qui sont dus à la présence du masque (voir la Fig.
4.3 en bas à droite). En minimisant le nombre de coefficients significatifs, on peut reconstruire
parfaitement la sinusöıde.

Fig. 4.3 – En haut à gauche, une fonction sinusöıde, en haut à droite, la même fonction
sinusöıde tronquée, en bas à gauche la transformée de Fourier de la fonction sinusöıde et en
bas à droite, la transformée de Fourier de la fonction sinusöıde tronquée.

Nous allons maintenant voir quelques expériences sur plusieurs types d’images afin de
comprendre un peu mieux le principe de la méthode inpainting-MCA.

Dans une première expérience, nous avons masqué 50% des pixels d’une image. Les pixels
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à masquer ont été choisis de manière aléatoire. Sur la Fig. 4.4, en haut à gauche, on peut voir
l’image originale, en haut à droite l’image masquée et en bas, l’image interpolée. L’interpola-
tion a été réalisée en utilisant la combinaison de deux représentations : la base des curvelets
et la base des cosinus (i.e. DCT pour Digital Cosine Transform). Les curvelets permettent de
bien reconstruire les contours de la plage et la DCT permet de retrouver la texture de l’image.
Le résultat final est très proche de l’image de départ. Lorsque les données manquantes sont
distribuées de manière aléatoire, l’interpolation est assez simple car les zones manquantes
sont toutes de petite taille.

Fig. 4.4 – En haut à gauche, l’image originale, en haut à droite, l’image avec 50% de pixels
masqués, en bas, l’image après interpolation par la méthode d’inpainting-MCA en utilisant
la base des Curvelets et de la DCT (Digital Cosinus Transform) locale.

Dans une deuxième expérience, nous avons masqué une nouvelle fois 50% des pixels d’une
image, mais cette fois sous forme de gros masques, comme on peut le voir sur la Fig. 4.5.
L’interpolation devient plus délicate quand les trous sont larges. D’autre part, quand les trous
sont placés de manière régulière comme sur notre image, si le masque peut être représenté
de manière parcimonieuse par la base qui représente le mieux le signal, on reconstruit mal-
heureusement le masque. Cette méthode d’inpainting suppose que le signal et le masque sont
totalement décorrélés ce qui n’est pas parfaitement le cas dans notre exemple. La meilleure
représentation pour cette image est obtenue grâce à la combinaison de deux représentations :
les ondelettes bi-orthogonales et la DCT locale. Notons tout de même que si la forme du
masque avait été différente, les ridgelets ou les curvelets auraient été bien meilleures que les
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ondelettes bi-orthogonales pour représenter notamment les contours du bureau.

Fig. 4.5 – A gauche, l’image avec 50% de pixels masqués, à droite, l’image après inpainting
en utilisant des ondelettes bi-orthogonales et la DCT locale.

Dans une dernière expérience, nous avons masqué 20% des pixels d’une image mais en
s’assurant de prendre un masque décorrélé de l’image. Sur la Fig. 4.6 à gauche, on peut voir
l’image masquée et à droite, le résultat de l’interpolation par la méthode inpainting-MCA.
La meilleure représentation pour ce type d’image est la combinaison de deux dictionnaires :
les curvelets que permettent de bien représenter les contours des feuilles et la DCT qui
permet de rendre la texture de l’image. Visuellement, le résultat de l’interpolation des données
manquantes est très bon. On voit notamment que le contour des feuilles est très bien restitué.

Fig. 4.6 – A gauche, l’image avec 20% de pixels masqués, en bas, l’image après inpainting en
utilisant des curvelets et la DCT locale.

4.1.3 Inpainting des cartes de convergence incomplètes

Dans ce paragraphe, nous allons discuter le choix du dictionnaire pour les données de ci-
saillement gravitationnel en considérant que le masque se trouve dans la carte de convergence.
Dans la partie suivant, nous considérerons le cas plus réaliste où les masques se trouvent dans
les cartes de cisaillement.
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Représentation parcimonieuse des données de cisaillement gravitationnel

Pour réaliser une interpolation d’image en utilisant la méthode d’inpainting-MCA, une
étape importante consiste à trouver un dictionnaire permettant de représenter l’image de
manière parcimonieuse. Le dictionnaire que nous cherchons peut être construit grâce à l’union
de plusieurs sous-dictionnaires, chacun de ces dictionnaires étant bien adapté pour décrire
une des caractéristiques du signal. Pour des raisons de temps de calcul, nous nous sommes
intéressés uniquement à des décompositions associées à des opérateurs rapides.

Les données de cisaillement gravitationnel présentent à la fois des caractéristiques iso-
tropes et anisotropes. Elles sont composées de structures telles que les amas de galaxies mais
également de structures filamentaires. Il faut donc trouver une représentation parcimonieuse
pour décrire chacune des structures qui composent les données. Or les bases qui représentent
le mieux les objets isotropes ne sont pas les mêmes qui représentent le mieux les objets ani-
sotropes. Nous avons par conséquent examiné plusieurs sous-dictionnaires, que voici :
- des sous-dictionnaires isotropes tels les transformations en ondelettes ”à trous”
- des sous-dictionnaires légèrement anisotropes tels que les transformations en ondelettes bi-
orthogonales
- des sous-dictionnaires fortement anisotropes tels que les curvelets
- des sous-dictionnaires de texture tels la transformation en cosinus (DCT pour Discrete Co-
sine Transform)

Nous avons alors essayé plusieurs combinaisons de ces sous-dictionnaires. Une manière
simple de tester la parcimonie d’une représentation donnée peut se faire par l’estimation de
l’erreur d’approximation non-linéaire l2 sur l’image complète, c’est-à-dire de l’erreur obtenue
par la reconstruction en ne gardant que les N coefficients les plus grands. Sur la Fig. 4.7, on
peut voir l’erreur de reconstruction en fonction de N .

Fig. 4.7 – Erreur d’approximation non-linéaire l2 en fonction du pourcentage de coefficients
gardés à la reconstruction obtenue avec la transformation en ondelettes ”à trous” (en noir), la
DCT locale avec une taille de bloc de 256 pixels (en rouge) et la transformation en ondelettes
bi-orthogonales (en bleu). La représentation donnée par la DCT locale est la meilleure pour
les cartes de cisaillement gravitationnel.

Nous pensions que la transformation en ondelettes serait la meilleure représentation pour
les données de cisaillement gravitationnel, parce qu’elle est bien adaptée pour représenter les
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structures isotropes telles que les amas. Etonnamment, la meilleure représentation pour les
données de cisaillement gravitationnel est obtenue avec une DCT locale. Des représentations
plus sophistiquées permettent de bien retrouver les amas de galaxies mais néglige la texture
des données. Même la combinaison d’une DCT locale avec un autre dictionnaire (isotrope
ou non) donne de moins bons résultats. Une explication à cela est que les ondelettes sont
également bien adaptées pour représenter les trous.

Algorithme

Ayant choisi le dictionnaire Φ qui représente le mieux les données de cisaillement, il
nous faut minimiser le nombre de coefficients non-nuls (voir l’équation 4.3). Pour cela, nous
utilisons un algorithme itératif comme celui présenté dans Elad et al. (2005). Cet algorithme
a besoin en entrée de l’image incomplète Y et du masque binaire M . L’algorithme que nous
avons développé est le suivant :

1. On fixe le nombre d’itérations maximum à Imax, la solution X0 est prise égale à 0, le
résidu R0 est choisi égal à Y , le seuil maximum λmax = max(|α = ΦTY |), le seuil minimum
λmin = 0.
2. On fixe n égal à 0, λn = λmax. On itère :

3. U = Xn +MRn et Rn = (Y −Xn).
4. On réalise la transformation de U : α = ΦTU .
5. On détermine le seuil : λn = F (n, λmax, λmin).
6. On réalise un hard-thresholding des coefficients α en utilisant λn : α̃ = Sλn

{α}.
7. On reconstruit Ũ à partir des coefficients seuillés α et Xn+1 = Φα̃.
8. n = n+ 1 et si n < Imax, on retourne à l’étape 3.

ΦT représente l’opérateur de la DCT. La manière dont le seuil décrôıt à chaque itération
est important. On doit faire un compromis entre la vitesse de l’algorithme et sa qualité. La
fonction F fixe la décroissance du seuil. Une décroissance linéaire est donnée par :
F (n, λmax, λmin) = λmax − n(λmax−λmin)

Imax−1 . En pratique, on utilise une loi de décroissance plus
rapide qui est la suivante : F (n, λmax, λmin) = λmin + (λmax − λmin)(1.− erf(2.8n/Imax)).
Des contraintes peuvent aussi être ajoutées à la solution pour en améliorer la qualité. A
chaque itération, nous avons renforcé la variance de la solution Xn+1, en multipliant par
un facteur multiplicatif les pixels à l’intérieur du masque, de telle sorte que la variance à
l’intérieur du masque soit la même qu’à l’extérieur. Le seul paramètre est donc le nombre
d’itérations Imax. Afin de connâıtre l’impact de ce paramètre, nous avons réalisé l’expérience
suivante : nous avons estimé l’erreur sur le spectre de puissance moyen < EPκ(Imax) > pour
différentes valeurs de Imax (voir Fig. 4.8).
L’erreur sur l’estimation du spectre de puissance est calculée comme suit :

< EPκ(Imax) >=
1
Nm

∑
m

[
1
Nq

∑
q

(Pκ̃m
Imax

(q)− Pκ(q))2
]
, (4.5)

où κ̃mImax
représente la mieme carte interpolée avec un nombre d’itérations maximum égal à

Imax, Nq est le nombre de points du spectre de puissance et Nm est le nombre de cartes
utilisées pour l’estimation du spectre de puissance moyen.

Sur la Fig. 4.8, on voit bien que l’erreur sur l’estimation du spectre de puissance moyen
décrôıt pour atteindre un plateau pour Imax > 100. Nous avons ainsi fixé le nombre d’itérations
maximum à 100.
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Fig. 4.8 – Erreur sur le spectre de puissance moyen en fonction du nombre d’itérations
maximum utilisé pour la méthode d’inpainting en utilisant des cartes de cisaillement avec les
masques du relevé CFHTS.

Traitement du bruit

Si les données contiennent du bruit, il est très facile de le prendre en compte. En effet, les
techniques de seuillage sont très robustes à la présence de bruit puisqu’elles sont régulièrement
utilisées pour l’enlever. Dans l’algorithme décrit précédemment, une image filtrée et interpolée
peut être obtenue en sortie de l’algorithme en choisissant un seuil minimal λmin égal à τσ
à la place de 0, où σ est l’écart-type du bruit et τ est une constante qui est généralement
choisie entre 3 et 5. Cependant, même si les données sont bruitées, il est parfois souhaitable
de ne pas les filtrer afin de ne pas introduire de biais dans de futures analyses telles que
l’estimation du spectre de puissance. Dans ce cas là, on gardera un seuil minimum λmin égal
à 0 et la méthode d’inpainting essaiera de reproduire également la texture du bruit (comme
s’il faisait partie intégrante du signal). Evidemment, on ne retrouvera pas le vrai bruit tel
qu’il serait s’il n’y avait pas de données manquantes mais ces propriétés statistiques doivent
être semblables à celles du reste de l’image. Comme nous le verrons §4.3.2, nos expériences
confirment cette affirmation.

Résultats

Nous présentons ici le résultat de l’algorithme inpainting-MCA sur des données simulées
de cisaillement gravitationnel décrites §4.1.1. Le cas des données bruitées n’a pas été considéré
dans cette expérience, il le sera §4.2.3.

Cette expérience a été menée sur deux cartes de convergence simulées. Sur l’une on a
appliqué le masque du relevé de CFHTLS et sur l’autre le masque du relevé Subaru (voir
Fig. 4.9). Les deux images du haut représentent deux cartes de convergence simulées (voir
§4.1.1). Les images au milieu, représentent les cartes de convergence simulées avec le masque
du relevé du CFHTLS (à gauche) et celui du masque du relevé de Subaru (à droite). Le
résultat de la méthode inpainting-MCA est donné par les deux images du bas permettant de
faire une première estimation visuelle de la qualité de l’algorithme. Ce résultat a été obtenu
en utilisant une seule représentation, la DCT, et en prenant Imax = 100. Notons que les zones
masquées ne sont plus reconnaissables à l’oeil sur les cartes de convergence corrigées.

4.2 Inversion des cartes de cisaillement incomplètes
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Fig. 4.9 – En haut, cartes de convergence simulées. Au milieu, cartes de convergence simulées
avec le masque du relevé CFHTLS (à gauche) et le masque du relevé du Subaru (à droite).
En bas, cartes de convergence interpolées avec la méthode inpainting-MCA. Le champ couvre
une région de 1◦ x 1◦.

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié l’impact du masque sur les cartes de
convergence qui est une bonne approximation au premier ordre. Cependant, dans les vraies
données, les masques liés aux étoiles brillantes se trouvent dans les cartes de cisaillement. Ils
proviennent du fait que la mesure du cisaillement est impossible autour de ces étoiles saturées.
Le masque lié aux étoiles saturées est donc appliqué aux cartes de cisaillement (c’est-à-dire
aux données initiales). Dans ce paragraphe nous étudions ce nouveau cas, et nous développons
une méthode pour reconstruire une carte de convergence κ complète à partir des cartes de
cisaillement incomplètes γ (voir l’équation 1.19 et l’équation 1.20).

4.2.1 Le problème inverse

Dans les données obtenues par mesure de l’effet de lentille gravitationnelle faible, le ci-
saillement γi(θ) avec i = 1, 2 est dérivé à partir des formes des galaxies à la position θ dans
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l’image. On peut ensuite reconstruire la distribution de masse projetée (et normalisée) κ(θ)
à partir des cartes de cisaillement incomplètes γi(θ) en inversant les équations 1.19 et 1.20.

Pour cela nous avons utilisé l’estimateur des moindre carrés proposé dans Starck et al.
(2006b) :

κ̃ = P1 ∗ γ1 + P2 ∗ γ2, (4.6)

avec γi = Pi ∗ κ, où ∗ représente l’opérateur de convolution.
Quand les données sont incomplètes, nous avons :

γi = M(Pi ∗ κ), i = 1, 2. (4.7)

Pour traiter des masques appliqués aux cartes de cisaillement, la meilleure représentation des
données de cisaillement Φ reste la DCT mais la fonction à minimiser est cette fois-ci :

min
κ
‖ΦTκ‖0 avec

∑
i

‖ γi −M(Pi ∗ κ) ‖2≤ σ. (4.8)

Ainsi de la même manière que pour l’équation 4.3, nous pouvons reconstruire la carte de
convergence complète κ à partir des cartes de cisaillement incomplètes γi en utilisant l’algo-
rithme itératif ci-dessous.

4.2.2 Algorithme

1. On fixe le nombre d’itérations maximum à Imax, la solution κ0 = 0, le résidu R0 =
P1 ∗ γobs

1 + P2 ∗ γobs
2 (voir équation 4.6), le seuil maximum λmax = max(|α = φTY |), le

seuil minimum λmin = 0.
2. On fixe n égale à 0, λn = λmax. On itère :

3. U = κn +MRn(γobs) et Rn(γobs) = P1 ∗ (γobs
1 − P1 ∗ κn) + P2 ∗ (γobs

2 − P2 ∗ κn)
4. On réalise la transformation de U : α = ΦTU .
5. On détermine le seuil λn = F (n, λmax, λmin).
6. On réalise un hard-thresholding des coefficients α en utilisant λn : α̃ = Sλn

{α}.
7. On reconstruit Ũ à partir du seuil α et κn+1 = Φα̃.
8. n = n+ 1 et si n < Imax, retourner à l’étape 3.

ΦT représente l’opérateur de la DCT. Le résidu Rn est estimé à partir des cartes de
cisaillement γobs1 et γobs2 . Par conséquent, la FFT doit être utilisée à chaque itération n pour
calculer d’une part, la carte de convergence à partir des cartes de cisaillement (équation 4.6)
et inversement (équation 2.12). F suit la même loi de décroissance que celle décrit §4.1.3.

4.2.3 Résultats

Dans cette nouvelle expérience, nous considérons cette fois-ci des cartes de cisaillement
masquées. Sur la Fig. 4.10, on peut voir le résultat obtenu avec les masques du relevé de
CFHTLS et de Subaru. Ce résultat a été obtenu grâce à la méthode d’inpainting-MCA en
utilisant la DCT et avec Imax = 100. Comme précédemment, l’interpolation des données
manquantes est visuellement très bonne. Notons que l’interpolation qui a été faite dans les
zones masquées à partir des cartes de convergence incomplètes (voir Fig. 4.9) est différente
de celle estimée à partir des cartes de cisaillement incomplètes (voir Fig. 4.10).
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Fig. 4.10 – Cartes de convergence reconstruites à partir des cartes de cisaillement incomplètes
masquées avec le masque du relevé du CFHTLS (à gauche) et avec le masque du relevé Subaru
(à droite). Le champ couvre une région de 1◦ x 1◦.

4.3 Estimation des statistiques d’ordre deux et trois

Nous venons de voir que l’interpolation basée sur la méthode d’inpainting donne de très
bons résultats visuellement. Cependant, le visuel importe peu, ce que nous voulons c’est que
les données interpolées possèdent les mêmes propriétés statistiques que les autres données, le
but final étant de faire une analyse statistique des cartes de convergence interpolées comme
si on manipulait les cartes de convergence originales (complètes). Dans ce paragraphe, afin de
tester vraiment la qualité de notre nouvelle méthode, nous estimons l’erreur introduite par
les données interpolées dans notre analyse statistique, en utilisant les simulations présentées
§4.1.1.

4.3.1 Résultats sur les cartes de convergence

Disposant d’algorithme rapide pour estimer le spectre de puissance et le bispectre (voir
§2.4.2), nous avons pu tester la qualité de notre méthode d’inpainting en utilisant les simu-
lations présentées §4.1.1.

Estimation du spectre de puissance des cartes de convergence à partir des cartes de
convergence incomplètes

Nous avons réalisé une étude sur 100 cartes de convergence masquées. Cette expérience
consiste à estimer le spectre de puissance moyen sur les cartes de convergence complètes et
à le comparer au spectre de puissance moyen obtenu sur les cartes de convergence obtenues
par interpolation des données manquantes.

Le spectre de puissance moyen est défini comme la moyenne sur les 100 réalisations :

< Pκ >=
1
N

∑
m

Pκm , (4.9)

où N est le nombre de simulations.
L’écart-type empirique qui correspond à l’erreur sur la mesure du spectre de puissance est
alors défini par :

σPκ =

√
1
N

∑
m

(Pκm− < Pκ >)2, (4.10)
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et la variance cosmique est ainsi égale à σ2
c = σ2

Pκ
.

L’erreur sur l’estimation de la moyenne pour N réalisations est définie par :

σ<Pκ> =
σPκ√
N
. (4.11)

On définit alors l’erreur relative sur l’estimation du spectre de puissance ERPκ
de la manière

suivante :

ERPκ
=

1
N

(∑
m Pκm −

∑
m Pκ̃m∑

m Pκm

)
, (4.12)

où κ̃ représente la carte de convergence interpolée.

Nous avons utilisé la méthode présentée §2.4.2 pour réaliser cette expérience sur les deux
masques correspondant respectivement aux relevés du CFHTLS et de Subaru (voir Fig. 2.13).
Les spectres de puissance moyens et les erreurs associées sont présentés sur les Fig. 4.11 et
Fig. 4.12. Nous pouvons voir que l’erreur maximum sur l’estimation du spectre de puissance
est d’environ 2% pour les deux masques.

Temps de calcul : Fonction de corrélation à deux points / spectre de puissance après
inpainting

L’estimateur de la FC2pts utilisé est basé sur le comptage du nombre de paires séparées
par une distance d. Nous avons choisi cette estimateur car il n’est pas biaisé par la présence
de données manquantes et qu’il est facile à mettre en oeuvre, ce qui n’est pas le cas des
algorithmes en arbre, difficiles à mettre en oeuvre et dont la précision n’est pas bien définie !
Le problème de notre estimateur est son temps de calcul : sur nos simulations qui couvrent
une région de 1.975◦×1.975◦, en utilisant un PC-linux avec un processeur à 2.5 GHz, 8 heures
sont nécessaires pour calculer la fonction de corrélation (en C++) sur tout le champ avec
une résolution δd sur la FC2pts égale à la taille du pixel. L’algorithme que nous venons de
présenter à pour but de réduire l’impact des données manquantes pour permettre l’estimation
rapide des statistiques sans avoir à tenir compte de ces données manquantes. La complexité
de cette algorithme est de O(N logN) alors qu’elle est de O(N2) pour la FC2pts. Le temps
nécessaire à l’estimation du spectre de puissance en incluant la méthode d’inpainting (en
C++) sur le même champ et en utilisant le même ordinateur est de seulement 4 minutes.
C’est 120 fois plus rapide que la FC2pts.

4.3.2 Résultats sur les cartes de cisaillement

Estimation du spectre de puissance des cartes de convergence à partir des cartes de
cisaillement incomplètes

Comme dans le paragraphe précédent, nous avons réalisé une étude sur 100 cartes simulées
mais, cette fois-ci les masques sont appliqués aux cartes de cisaillement. A nouveau, deux
masques ont été considérés, correspondant respectivement aux relevés du CFHTLS et de
Subaru (voir Fig. 2.13).

Les spectres de puissance moyens et les erreurs associées sont présentés sur les Fig. 4.13
et Fig. 4.14. Nous pouvons voir que l’écart maximum entre les deux spectres de puissance est
obtenu pour une valeur de l comprise entre [2000, 7000], il est d’environ 1% avec le masque
du relevé CFHTLS et d’environ 0.3% pour le masque du relevé Subaru.
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Fig. 4.11 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
avec le masque du relevé CFHTLS : à gauche, les deux courbes supérieures (qui sont presque
superposées) correspondent au spectre de puissance moyen estimé à partir i) des cartes de
convergence complètes (trait plein - noir) et ii) des cartes de convergence obtenues par in-
painting des cartes de convergence incomplètes (ligne pointillée - rouge), et les deux courbes
inférieures correspondent à la variance empirique obtenue à partir des cartes de convergence
complètes (trait plein - noir) et les cartes de convergence obtenues par inpainting des cartes de
convergence incomplètes (ligne pointillée - rouge). A droite, l’erreur relative sur l’estimation
du spectre de puissance c’est-à-dire la différence normalisée entre les deux courbes supérieures
à gauche.

Fig. 4.12 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
avec le masque du relevé Subaru.

Estimation du spectre de puissance des cartes de convergence bruitées à partir des cartes
de cisaillement bruitées et incomplètes

Comme nous l’avons vu §2.2.1, les données obtenues par mesure des effets de lentille
gravitationnelle faibles sont bruitées d’une part à cause de l’ellipticité intrinsèque des galaxies
et d’autre part à cause des erreurs sur la mesure de l’ellipticité. Ce bruit tend vers zéro si
l’on moyenne sur un grand nombre de galaxies, mais en pratique cette moyenne est réalisée
sur un nombre fini de galaxies dépendant du type d’observations (spatial ou au sol) et de la
profondeur du relevé c’est-à-dire du temps d’exposition. Comme nous l’avons vu §4.1.3, si les
données contiennent du bruit, il peut facilement être pris en compte dans notre traitement !

Une nouvelle expérience a été réalisée, toujours sur 100 cartes de cisaillement, mais cette
fois-ci nous leur avons ajouté un bruit réaliste afin de simuler des observations spatiales (ng
= 100 galaxies/arcmin2 et σγε = 0.3). Comme précédemment, nous avons mené l’étude sur
les deux types de masques (CFHTLS et Subaru).
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Fig. 4.13 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
avec le masque du relevé CFHTLS : à gauche, les deux courbes supérieures (qui sont presque
superposées) correspondent au spectre de puissance moyen estimé à partir i) des cartes de
convergence complètes (trait plein - noir) et ii) des cartes de convergence obtenues par in-
painting des cartes de cisaillement incomplètes (ligne pointillée - rouge), et les deux courbes
inférieures correspondent à la variance empirique obtenue à partir des cartes de convergence
complètes (trait plein - noir) et les cartes de convergence obtenues par inpainting des cartes de
cisaillement incomplètes (ligne pointillée - rouge). A droite, l’erreur relative sur l’estimation
du spectre de puissance c’est-à-dire la différence normalisée entre les deux courbes supérieures
à gauche. La courbe en pointillés bleue représente l’erreur sur la moyenne estimée à partir
des cartes de convergence complètes.

Fig. 4.14 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
avec le masque du relevé Subaru.

Les Fig. 4.15 et Fig. 4.16 montrent les résultats obtenus avec le masque du relevé CFHTLS
et de Subaru. Nous pouvons voir que l’écart maximum entre les deux spectres de puissance
à gauche est obtenu pour une valeur de l comprise entre [25000, 40000], il est d’environ 1%
avec le masque du relevé CFHTLS et d’environ 0.4% pour le masque du relevé Subaru. On
montre ainsi que l’erreur sur l’estimation du spectre de puissance n’est pas amplifiée par la
présence de bruit dans les cartes de cisaillement.

Temps de calcul : FC2pts / spectre de puissance après inpainting

Comme dans la section précédente, nous avons comparé le temps de calcul nécessaire
à l’estimation de la FC2pts appliqué à des cartes de cisaillement incomplètes avec celui
nécessaire à l’estimation du spectre de puissance sur des cartes de convergence obtenues par
inpainting des cartes de cisaillement incomplètes. Sur nos simulations qui couvrent une région
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Fig. 4.15 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
bruitées et avec le masque du relevé CFHTLS : à gauche, les deux courbes supérieures (qui
sont presque superposées) correspondent au spectre de puissance moyen estimé à partir i) des
cartes de convergence bruitées et complètes (trait plein - noir) et ii) des cartes de convergence
obtenues par inpainting des cartes de cisaillement bruitées et incomplètes (ligne pointillée -
rouge), et les deux courbes inférieures correspondent à la variance empirique obtenue à partir
des cartes de convergence bruitées et complètes (trait plein - noir) et les cartes de convergence
obtenues par inpainting des cartes de cisaillement bruitées et incomplètes (ligne pointillée -
rouge). A droite, l’erreur relative sur l’estimation du spectre de puissance c’est-à-dire la
différence normalisée entre les deux courbes supérieures à gauche.

Fig. 4.16 – Estimation du spectre de puissance moyen à partir des cartes de convergence
bruitées et avec le masque du relevé Subaru.

de 1.975◦ × 1.975◦ avec 512× 512 pixels, le temps nécessaire pour l’estimation du spectre de
puissance à partir des cartes de cisaillement en incluant l’inpainting (en IDL) est de 6 minutes
toujours en utilisant un PC-linux avec un processeur à 2.5 GHz. C’est un peu plus long que
l’inpainting des cartes de convergence incomplètes car d’une part, le code est écrit en IDL
et d’autre part, à chaque itération de l’inpainting une conversion est nécessaire pour passer
des cartes de cisaillement vers les cartes de convergence et vice versa. Mais cet algorithme
reste toutefois 80 fois plus rapide que la FC2pts et sa complexité est d’environ O(N logN).
De plus la carte de convergence reconstruite par inpainting peut être re-utilisée pour calculer
des statistiques d’un ordre supérieur.

Estimation du bispectre équilatéral des cartes de convergence à partir des cartes de
cisaillement incomplètes
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Nous avons réalisé une nouvelle étude qui consiste à estimer le bispectre équilatéral moyen
sur les cartes de convergence complètes et à le comparer au bispectre estimé à partir des
cartes de convergence obtenues par interpolation des cartes de cisaillement incomplètes. Nous
définissons le bispectre équilatéral moyen comme suit :

< Beq
κ >=

1
N

∑
m

Beq
κm . (4.13)

Et l’erreur sur l’estimation du bispectre équilatéral ER
Beq

κ
est donnée par :

ERBeq
κ

=
1
N

(∑
mB

eq
κm −

∑
mB

eq
κ̃m∑

mB
eq
κm

)
. (4.14)

L’erreur sur l’estimation du bispectre équilatéral moyen pour N réalisations est défini :

σ<Beq
κ > =

σBeq
κ√
N
. (4.15)

Nous avons utilisé la méthode présentée §2.4.2 pour réaliser cette expérience sur les deux
types de masques (CFHTLS et Subaru). La Fig. 4.17 montre les résultats obtenus avec le
masque du relevé CFHTLS et la Fig. 4.18 ceux obtenus avec le masque du relevé Subaru.
L’écart maximum est obtenu avec le masque du relevé CFHTLS où l’erreur relative est
d’environ 3% alors qu’elle est environ égale à 1% avec le masque du relevé Subaru. Ce résultat
reste compatible avec l’erreur sur l’estimation de la moyenne pourN = 100 réalisations qui est
représentée par la ligne en pointillés bleue. Ce résultat est très encourageant parce qu’aucune
contrainte sur la solution n’a encore été utilisée pour améliorer l’estimation du bispectre.

Temps de calcul : fonction de corrélation à trois-points / bispectre équilatéral après
inpainting

Nous faisons la comparaison entre le temps nécessaire pour estimer d’une part la FC3pts
appliquée aux cartes de cisaillement incomplètes et d’autre part, l’estimation du bispectre
dans sa configuration équilatérale appliquée sur des cartes de convergence reconstruites après
inpainting. Notre estimateur de la FC3pts est basé sur la puissance moyenne de triangle
équilatéraux dans l’espace direct et n’est pas biaisé par la présence de données manquantes.
Mais son temps de calcul est très long. Même en utilisant le fait que le triangle est équilatéral
plus de 8h sont nécessaires pour estimer une FC3pts sur nos simulations qui couvrent une
région de 1.975◦ × 1.975◦ avec 512 × 512 pixels, toujours en utilisant un PC-linux avec un
processeur à 2.5 GHz. Le temps pour estimer le bispectre équilatéral incluant la méthode
d’inpainting-MCA, le tout écrit en IDL, toujours sur le même PC-linux avec un processeur à
2.5 GHz, est seulement de 6 minutes. Ce qui est 80 fois plus rapide que la FC3pts. Et cela
nécessite seulement O(N logN) opérations à comparer à l’estimation de la FC3pts dans la
configuration équilatérale qui nécessite O(N2) opérations.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de l’analyse statistique des cartes de
cisaillement gravitationnel en présence de données manquantes. Cette étude est présentée
dans Pires et al. (2008b).

Les principales conclusions de cette étude sont les suivantes :
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Fig. 4.17 – Estimation du bispectre équilatéral moyen avec le masque du relevé CFHTLS :
à gauche, les deux courbes supérieures (qui sont presque superposées) correspondent au bis-
pectre équilatéral moyen estimé à partir i) des cartes de convergence simulées complètes (trait
plein - noir) et ii) des cartes de convergence obtenues par inpainting des cartes de cisaillement
incomplètes (ligne pointillée - rouge) et iii) des cartes de cisaillement incomplètes (ligne pleine
- verte). A droite, l’erreur relative sur le bispectre c’est-à-dire la différence normalisée entre
les courbes de la figure à gauche. Chaque point de la courbe a été intégré sur un intervalle
qui croit de manière logarithmique avec la valeur de l. La courbe en pointillés bleu représente
la variance empirique estimée à partir des cartes de convergence complètes.

Fig. 4.18 – Estimation du bispectre équilatéral moyen avec le masque du relevé Subaru.

1. Nous avons tout d’abord présenté une nouvelle méthode pour l’interpolation d’image
dans les zones masquées et ses applications à l’analyse de données de cisaillement gravi-
tationnel. L’approche inpainting présentée repose fortement sur les idées de la méthode
MCA (Starck et al. 2004b) et sur la notion de parcimonie du signal dans un dictionnaire
donné. Cette méthode d’interpolation peut être utilisée pour d’autres types d’applica-
tions et a déjà été utilisé pour l’analyse de données du CMB pour l’interpolation dans
la région du plan galactique (Abrial et al. 2007).

2. L’algorithme que nous proposons ensuite est très innovant car il ne se contente pas
d’interpoler des données manquantes, il permet de résoudre le problème d’inversion
de données en cisaillement gravitationnel en présence de données manquantes. L’algo-
rithme proposé est basé sur la décomposition dans une base de cosinus (DCT) qui s’est
avérée être la meilleure représentation pour les données de cisaillement gravitationnel.
Cette méthode permet ainsi de reconstruire une carte de convergence complète à partir
de données de cisaillement incomplètes.

3. Nous avons ensuite utilisé cet algorithme d’interpolation rapide de complexitéO(N logN)
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pour réduire l’impact des données manquantes dans l’estimation des statistiques. Nous
avons ainsi montré que notre interpolation permet d’atteindre une précision de 1% avec
des masques comme celui du relevé CFHTLS et environ 0.3% pour des masques comme
celui du relevé Subaru sur l’estimation du spectre de puissance cela même en présence
de bruit. Et elle permet d’atteindre une précision de 3% sur l’estimation du bispectre
équilatéral avec le masque du relevé CFHTLS et de 1% avec le masque du relevé Subaru.

Dans un travail futur, cette technique d’interpolation pourra être étendue à l’estimation
d’autres statistiques non-Gaussiennes : au bispectre dans sa configuration locale, à des statis-
tiques d’un ordre supérieur, à la détection d’amas... en profitant du fait que l’on a reconstruit
une carte de convergence complète.

Software

Nous avons développé un code dédié à l’estimation des statistiques en présence de données
manquantes. Ce code, appelé FASTLens, est disponible à l’adresse suivante :

http://irfu.cea/Ast/fastlens.software.php

Il contient toutes les méthodes développées dans ce chapitre ainsi qu’une documentation
complète.
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Comme nous l’avons vu §2.2.1, pour des observations réelles, un bruit qui est lié d’une
part à l’ellipticité intrinsèque des galaxies et d’autre part à l’erreur sur la mesure de l’ellip-
ticité des galaxies se rajoute aux cartes de cisaillement observées. Ce bruit tend vers zéro, si
l’on moyenne sur un grand nombre de galaxies. En pratique, cette moyenne est réalisée sur
un nombre fini de galaxies qui est intrinsèquement lié au nombre de galaxies par arcmin2

(ng). Ce nombre est fonction du type d’observations (spatial ou au sol) et de la profondeur du
relevé c’est-à-dire du temps d’exposition. En utilisant l’estimateur des moindres carrés décrit
§2.2.1, nous pouvons dériver une carte de convergence. Mais cette carte de convergence est
très bruitée comme le sont les cartes de cisaillement. Pour pouvoir utiliser l’effet de lentille
gravitationnelle faibles afin de cartographier la distribution de matière noire, il faut parve-
nir à enlever le bruit des cartes de convergence. Nous avons décrit dans la section §2.3 les
méthodes de filtrage qui sont utilisées habituellement.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode de filtrage que nous avons
développée, qui utilise le principe de l’Entropie multi-échelles associé à une méthode robuste
de détection des coefficients significatifs : le FDR, et à un algorithme de reconstruction itératif.

Dans une première partie, nous faisons une description de cette méthode et nous tes-
tons l’efficacité de la méthode sur des simulations réalistes. Dans une deuxième partie, nous
présentons l’application de la méthode à des données réelles : le champ COSMOS. Et dans
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une troisième partie, nous présentons une autre application de la méthode à la première carte
de cisaillement simulée de tout le ciel.

5.1 La méthode multi-échelles : MRLens

La méthode de filtrage que nous proposons dans ce chapitre utilise une approche Bayésienne
décrit §2.3.2 et utilise un a priori multi-échelles. Nous allons maintenant décrire en détails
cette méthode de filtrage dédiée aux cartes de convergence.

5.1.1 Description de la méthode MRLens

L’Entropie multi-échelles

La méthode d’Entropie multi-échelles (Pantin and Starck 1996) consiste à remplacer l’a
priori standard de MEM (c’est-à-dire l’Entropie de Gull and Skilling) par un a priori multi-
échelles. L’analyse multi-échelles s’appuie ici sur la transformation en ondelettes isotrope non
décimée qui décompose une image κ de taille N ×N en une somme d’images comme suit :

κ(x, y) = cJ(x, y) +
J∑
j=1

wj(x, y), (5.1)

où cJ est une version lissée de l’image originale κ et wj représente les détails de κ à l’échelle
2−j (voir Starck et al. 1998; Starck and Murtagh 2002, pour plus de détails). Ainsi, on obtient
J +1 bandes de taille N ×N en sortie de l’algorithme. La convention utilisée pour l’indexage
de ces bandes est telle que j = 1 correspond à l’échelle la plus fine (c’est-à-dire aux hautes
fréquences).

L’Entropie est maintenant définie comme suit :

H(κ) =
J−1∑
j=1

∑
x,y

h(wj(x, y)). (5.2)

Dans cette approche, l’information contenue dans une image est vue comme la somme de
l’information à chaque échelle. La fonction h définit la quantité d’information relative à un
coefficient en ondelettes.

Comme précédemment pour la méthode MEM, on utilise la méthode du maximum a
posteriori (MAP). Si on suppose que l’on a un bruit Gaussien, la méthode de restauration
par l’Entropie multi-échelles conduit à la minimisation de la fonctionnelle suivante :

Q(κ) =
‖ κn − κ ‖2

2σ2
n

− β

J∑
j=1

∑
x,y

hn((Wκ(x, y))j), (5.3)

où σn est l’écart-type du bruit dans κn, J est le nombre d’échelles, β est le paramètre de
régularisation et W est l’opérateur de transformation en ondelettes.

Le paramètre β est calculé automatiquement avec la contrainte que l’écart-type du résidu
tende vers celui du bruit. Une complète description de l’algorithme de minimisation est dis-
ponible dans Starck et al. (2001), ainsi que la méthode pour déterminer le paramètre β
automatiquement.
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Le choix de l’Entropie multi-échelles

Plusieurs fonctions ont été proposées pour h :
– La fonction d’Entropie multi-échelles utilisée dans Pantin and Starck (1996) (que nous

appellerons LOG-MSE par la suite) est définie par :

h(wj(x, y)) =
σnj

σ2
n

[wj(x, y)−mj− | wj(x, y) | log(
| wj(x, y) |
Kmσnj

)], (5.4)

où mj représente le modèle à l’échelle j, σn est l’écart-type du bruit total dans les
données et σnj est l’écart-type du bruit à l’échelle j. Km est un paramètre fourni par
l’utilisateur.

– L’Entropie peut être définie comme une fonction quadratique des coefficients en onde-
lettes (Starck et al. 2001) :

h(wj(x, y)) =
w2
j (x, y)
σ2
nj

. (5.5)

Nous appellerons cette entropie ENERGY-MSE par la suite. La même Entropie multi-
échelles a aussi été dérivée dans Maisinger et al. (2004).

– Dans Starck et al. (2001), l’Entropie est dérivée en utilisant une modélisation du bruit
contenu dans les données :

h(wj(x, y)) =

|wj(x,y)|∫
0

Pn(| wj(x, y) | −u)
(
∂h(v)
∂v

)
v=u

du, (5.6)

où Pn(wj(x, y)) est la probabilité que le coefficient wj(x, y) soit du bruit : Pn(wj(x, y)) =
Prob(W >| wj(x, y) |). Pour un bruit Gaussien, on a :

Pn(wj(x, y)) =
2√

2πσnj

+∞∫
|wj(x,y)|

exp(−W 2/2σ2
nj

)dW,

= erfc(
| wj(x, y) |√

2σnj

), (5.7)

et

h(wj(x, y)) =
1
σ2
nj

|wj(x,y)|∫
0

u erfc(
| wj(x, y) | −u√

2σnj

)du. (5.8)

On donne le nom de NOISE-MSE à cette entropie.
LOG-MSE est indéterminé pour un coefficient en ondelettes égal ou proche de zéro et le

modèle utilisé dans l’équation 5.4 est plus ou moins artificiel. Ce point a été soulevé dans
Maisinger et al. (2004). Un meilleur choix pour la fonction d’Entropie pourrait être celle
proposée par Hebert and Leahy (1989) (voir aussi la discussion plus bas, au paragraphe ”la
régularisation par les ondelettes”) :

h(wj(x, y)) ∝ log
(

1 +
| wj(x, y) |

σnj

)
. (5.9)

ENERGY-MSE est quadratique est conduit à une forte pénalisation même pour des coeffi-
cients en ondelettes avec un rapport signal-sur-bruit élevé. On sait qu’une telle pénalisation
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dégrade la résolution des pics les plus forts et par conséquent ne doit pas être utilisée pour
la reconstruction de cartes de masse par cisaillement gravitationnel. NOISE-MSE est très
proche de la norme l1 (i.e. la valeur absolue des coefficients en ondelettes) quand la va-
leur des coefficients est grande. On sait que cette fonction produit de bons résultats pour
des images lisses par morceaux (Donoho and Elad 2003). Nous avons donc choisi l’Entropie
NOISE-MSE considérant que cette fonction était la plus adaptée pour la reconstruction de
masse par cisaillement gravitationnel. Sur la Fig. 5.1, on peut voir la fonction de pénalisation
de la norme l1 , de ENERGY-MSE et de NOISE-MSE. La pénalisation NOISE-MSE a une
forme quadratique pour les petits coefficients et est linéaire pour les grands coefficients. Plus
de détails sont disponibles au paragraphe ”la régularisation par les ondelettes”.

Fig. 5.1 – Fonctions de pénalisation : tirets, l1 norm (i.e. φ(w) =| w |) ; trait en pointillés
l2 norm φ(w) = w2

2 (i.e. ENERGY-MSE) ; trait plein, fonction d’Entropie multi-échelles
(NOISE-MSE).

Détection des coefficients en ondelettes significatifs en utilisant la méthode du FDR

Dans Pantin and Starck (1996), il est suggéré de ne pas utiliser la régularisation sur
les coefficients en ondelettes qui sont déjà clairement détectés, c’est-à-dire ceux qui sont
significatifs. La nouvelle Entropie multi-échelles s’écrit :

hn(wj(x, y)) = M̄j(x, y)h(wj(x, y)), (5.10)

où M̄j(x, y) = 1−Mj(x, y), et M est le support multi-résolution (Murtagh et al. 1995) :

Mj(x, y) =
{

1 si wj(x, y) significatif
0 si wj(x, y) non significatif

(5.11)

Ceci décrit de manière Booléenne si les données contiennent ou non de l’information à une
échelle donnée j et à une position donnée (x, y). wj(x, y) est considéré significatif lorsque la
probabilité qu’il soit du bruit est faible, c’est-à-dire si P (|W > wj(x, y) |) < ε, où P est une
distribution de bruit donné. Dans le cas d’un bruit Gaussien, cela revient à dire que wj(x, y)
est significatif si | wj(x, y) |> kσnj , où σnj est l’écart-type du bruit à l’échelle j, et k est une
constante, généralement prise entre 3 et 5 (Murtagh et al. 1995). Avec cette définition, le
nombre de fausses détections dépend à la fois de k et de la taille de l’image.

Une autre approche consiste à utiliser la méthode proposée par Benjamini and Hochberg
(1995) qui est connue sous l’acronyme FDR (pour False Discovery Rate). Cette technique a
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été récemment introduite en astrophysique par Miller et al. (2001); Hopkins et al. (2002).
Elle permet de déterminer une seuil tout en contrôlant la valeur moyenne du taux de fausses
détections (c-à-d le nombre de fausses détections divisé par le nombre total de détections).
On dispose ainsi d’un outil efficace pour choisir un seuil en tenant compte des données. Le
FDR est donné par le rapport :

FDR =
Via
Da

, (5.12)

où Via est le nombre de pixels inactifs déclarés actifs et Da est le nombre de pixels déclarés
actifs. Cette méthode exige que l’on fixe un taux de fausses détections α compris entre 0 et
1 et assure qu’en moyenne le FDR n’est pas supérieur à α :

E(FDR) ≤ Ti
V
.α ≤ α. (5.13)

Le terme inconnu Ti
V est la proportion de pixels vraiment inactifs.

La méthode FDR consiste à calculer pour chaque pixel i de la carte, sa p-value pi =
P{N(0, 1) > κi} et à les classer de la plus petite à la plus grande p1, ..., pN . On peut ensuite
déterminer un seuil graphiquement, en traçant les pj en fonction de j

N et en superposant une
droite d’origine 0 et de pente α. Le dernier point pj qui tombe en dessous de cette droite
permet de retrouver le seuil (voir Fig. 5.2).

Fig. 5.2 – Comment trouver le seuil FDR graphiquement ?

Une description complète de la méthode FDR peut être trouvée dans Miller et al. (2001).
Dans Hopkins et al. (2002), on a montré que le FDR surpasse les méthodes standards pour
la détection de sources.

Nous avons utilisé la méthode FDR à chaque niveau de résolution j de la décomposition,
nous avons ainsi dérivé un seuil de détection Tj (à partir des valeurs αj) pour chaque échelle.
Une valeur de α différente pour chaque échelle a été choisie. Pour déterminer cette valeur,
nous avons utilisé la méthode des courbes de ROC (pour Receiver Operating Characteristic)
(Genovese et al. 2002) afin de quantifier la qualité de la détection à une échelle donnée pour
des valeurs de α différentes. Nous avons trouvé que la valeur αj doit crôıtre avec l’échelle en
suivant la relation suivante : αj = α0 ∗ 2j pour les observations spatiales et αj = α0 ∗ (1.7)j

pour les observations au sol où α0 = 0.0125 (pour une résolution telle que 1 pixel = 0.12
arcmin), ce qui a pour effet de faire décrôıtre le seuil Tj avec l’échelle. Nous considérons alors
un coefficient en ondelettes wj(x, y) significatif si sa valeur absolue est plus grande que Tj .
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Processus itératif de reconstruction

Un processus itératif a été ajouté qui a pour but de retrouver l’information perdue pendant
l’étape de reconstruction par la transformation en ondelettes inverse. En effet, une fois que
l’on a seuillé les coefficients en ondelettes, la transformation en ondelettes n’est plus réversible,
le processus itératif permet de pallier à ce problème.

Ce processus consiste à ajouter à la carte de convergence estimée κ̃i, à chaque itération
i, un résidu obtenu par la transformation inverse de la différence entre les coefficients en
ondelettes corrigés et les coefficients en ondelettes calculés à partir de la carte de convergence
reconstruite à l’itération précédente. L’algorithme converge assez vite : environ 5 itérations
suffisent.

κ̃i = κ̃i−1 +W−1(M̄(w̃ −Wκ̃i−1)), (5.14)

où W et W−1 sont les opérateurs de transformation en ondelettes directe et inverse ; M̄ =
1 −M , et M est le ”support multi-résolution”, w̃ sont les coefficients en ondelettes filtrés
par la méthode de l’Entropie multi-échelles et κ̃i est la carte de convergence reconstruite à
l’itération i.

Le logiciel MRLens

Nous avons développé un code basé sur la méthode que nous venons de décrire et qui est
détaillé dans Starck et al. (2006b). Ce code appelé MRLens (pour Multi-Résolution methods
for gravitational Lensing) est disponible à l’adresse suivante :
http ://irfu.cea.fr/Ast/mrlens software.php

Sur la Fig. 5.6, en bas à gauche on peut voir le résultat du filtrage MRLens pour des
observations au sol et en bas à droite, pour des observations spatiales. La carte de convergence
originale est présentée Fig. 5.4. Cette méthode utilise une Entropie multi-échelles comme a
priori et limite la régularisation aux coefficients non significatifs. La méthode FDR, permet
de calculer un seuil différent à chacune des échelles et de contrôler ainsi le nombre de fausses
détections et le processus itératif permet de mieux reconstruire les niveaux de l’image. Une
comparaison avec les autres méthodes est présentée §5.1.3.

5.1.2 Autres méthodes multi-échelles

Nous allons maintenant comparer notre méthode de filtrage MRLens avec d’autres méthodes
multi-échelles existantes.

La méthode ICF-MEM multi-canaux

La méthode ICF-MEM multi-canaux introduite par Weir (1991, 1992) est assez similaire
à l’Entropie multi-échelles. Elle consiste à considérer que l’image que l’on observe O est
formée par la somme pondérée des images observées dans les différents canaux Oj , soit O =∑Nc

j=1 pjOj où Nc est le nombre de canaux et Oj est le résultat de la convolution entre une
image cachée hj et un filtre passe-bas Cj appelé ICF (pour Intrinsic Corrélation Function) (i.e.
Oj = Cj ∗ hj). En pratique, l’ICF est une Gaussienne et l’Entropie de la méthode MEM-ICF
s’écrit :

HICF =
Nc∑
j=1

| hj | −mj− | hj | log
(
| hj |
mj

)
. (5.15)
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Un code dédié au cisaillement gravitationnel basé sur la méthode ICF-MEM appelé LensEnt2
(Marshall et al. 2002) est disponible à l’adresse suivante :
http ://www.mrao.cam.ac.uk/projects/lensent/version2/.
Une comparaison entre le code LensEnt2 et le code MRLens est présentée un peu plus loin
§5.1.3.
Dans Maisinger et al. (2004), il est dit que l’Entropie multi-échelles est simplement un cas
particulier de la fonction de corrélation intrinsèque, où le noyau de convolution ICF est
remplacé par une fonction ondelette.

Ceci est vrai, si on ne considère le sujet que du point de vue mathématique, mais cette
vision des choses minimise complètement l’amélioration que peuvent apporter les ondelettes.
Les concepts de représentation parcimonieuse (qui sont la clé du succès des ondelettes dans
beaucoup d’applications), de décomposition et de reconstruction rapide, de coefficients à
moyenne nulle (qui nous permet d’avoir des coefficients en ondelettes indépendants du fond
et nous permet ainsi de dériver un modèle de bruit robuste) n’existent pas dans l’approche
ICF-MEM. L’approche ICF-MEM nécessite d’estimer le fond avec précision ce qui parfois est
une tâche très difficile et il a été montré dans Bontekoe et al. (1994) que la solution dépend
fortement de cette estimation. La méthode MRLens, par contre, a seulement besoin d’une
estimation de l’écart-type du bruit, ce qui est assez facile à déterminer.

Pour toutes ces raisons, nous préférons continuer à penser que la méthode de l’Entro-
pie multi-échelles est un cas particulier des techniques générales de régularisation par les
ondelettes plutôt qu’une extension de l’approche ICF.

La régularisation par les ondelettes

Plus généralement, on peut ajouter un a priori à la solution (voir l’équation 2.40) sans
qu’il soit sous forme d’une Entropie. En utilisant comme a priori qu’un pixel de la carte de
convergence à estimer κ̃ est fonction de ses pixels voisins la solution Bayesienne consiste à
ajouter la pénalisation suivante à la solution :

C(κ) = β
∑
x

∑
y

(
φ(κ(x, y)− κ(x, y + 1))2 + φ(κ(x, y)− κ(x+ 1, y))2

) 1
2 . (5.16)

La fonction φ, appelée fonction potentiel, est une fonction qui préserve les bords. Le terme
β
∑

x

∑
y φ(‖ ∇κ(x, y) ‖) peut aussi être interprété comme l’énergie de Gibbs d’un champ de

Markov aléatoire. Généralement, les fonctions φ sont choisies avec une partie quadratique qui
assure un bon lissage des petits gradients (Green 1990), et une partie linéaire qui annule la
pénalisation pour les forts gradients (Bouman and Sauer 1993) :

1. limt→0
φ
′
(t)

2t = 1, lisse les petits gradients.

2. limt→∞
φ
′
(t)

2t = 0, préserve les forts gradients.

3. φ
′
(t)

2t est strictement décroissante.

De telles fonctions sont souvent appelées fonctions L2-L1. Voici quelques exemples de fonc-
tions φ :

1. φq(x) = x2 : fonction quadratique.
2. φTV (x) =| x | : Total Variation.
3. φ2(x) = 2

√
1 + x2 − 2 : Hyper-Surface (Charbonnier et al. 1997).

4. φ3(x) = x2/(1 + x2) (Geman and McClure 1985).
5. φ4(x) = 1− e−x

2
(Perona and Malik 1990).

6. φ5(x) = log(1 + x2) (Hebert and Leahy 1989).
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Fig. 5.3 – Exemples de fonctions de potentiel φ.

Sur la Fig. 5.3 on peut voir différentes fonctions φ. Il a été montré que ce concept peut
être généralisé dans l’espace des ondelettes, menant à un terme de pénalisation multi-échelles
(Jalobeanu 2001) :

Cw(κ) = β
∑
j,k,l

φ(‖ (Wκ)j,k,l ‖p). (5.17)

Quand φ(x) = x et p = 1, on retrouve la norme l1 des coefficients en ondelettes. Dans ce
cadre, la méthode de déconvolution par l’Entropie multi-échelles est juste un cas particulier
des méthodes de déconvolution avec une contrainte multi-échelles.

La Fig. 5.1 montre la fonction de pénalisation de l’Entropie multi-échelles. Les tirets cor-
respondent à la pénalisation par la norme l1 (i.e. φ(w) = |w|), les pointillés à la pénalisation
par la norme l2 (φ(w) = w2

2 ), et la ligne continue à l’Entropie multi-échelles. On peut voir
immédiatement que la fonction d’Entropie multi-échelles présente un comportement quadra-
tique pour les petits gradients et qu’elle se rapproche de la pénalisation par la norme l1 pour
des gradients importants. Il est connu qu’une fonction de pénalisation avec un comportement
l2-l1 est un bon choix pour faire de la restauration d’images.

5.1.3 Résultats sur des simulations

Dans cette partie, nous comparons notre méthode MRLens avec des méthodes standards
décrites §2.3 en utilisant des simulations réalistes.

Les simulations

Les résultats qui suivent ont été réalisées grâce à des cartes de convergence simulées
dérivées de simulations numériques 3D (à N-corps) réalisées par Vale and White (2003). La
Fig. 5.4 montre un exemple de carte de convergence simulée. Les surdensités correspondent
aux halos de groupes et d’amas de galaxies. La valeur typique de κ est ainsi de l’ordre de
quelques pourcents, excepté au coeur des halos massifs.
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Fig. 5.4 – Carte de convergence simulée (Vale and White, 2003) pour un modèle ΛCDM qui
couvre une région de 2◦ × 2◦ avec 1024 × 1024 pixels réalisée à partir d’une simulation qui
contient 5123 particules pour une taille de bôıte de 300h−1 Mpc.

Nous avons rajouté un bruit blanc Gaussien réaliste aux cartes de cisaillement simulées
(Vale and White 2003) pour simuler des observations réalistes. Deux configurations ont été
considérées :

– les observations spatiales où ng = 100 gal/arcmin2

– les observations au sol où ng = 20 gal/arcmin2

La densité de galaxies ng permet d’estimer la variance du bruit σn.
Sur la Fig. 5.5, on peut voir une carte de convergence simulée obtenue dans le cas d’observa-
tions spatiales.

Comparaison des méthodes

Aux cartes de convergence que l’on vient de décrire, nous avons appliqué les méthodes de
filtrage suivantes :

1. Filtrage Gaussien (σG = 1 arcmin et σG = 2.5 arcmin).

2. Filtrage de Wiener.

3. Méthode du Maximum d’Entropie multi-canaux (ICF-MEM) en utilisant le logiciel
LensEnt2.

4. La méthode d’Entropie multi-échelles en utilisant le logiciel MRLens.

Hypothèses pour chacune des méthodes de reconstruction

1. Pour optimiser le filtre Gaussien, les valeurs σG = 1 arcmin et σG = 2.5 arcmin ont été
choisies respectivement pour ng = 100 gal/arcmin2 et pour ng = 20 gal/arcmin2. Ces
valeurs sont celles qui permettent de se rapprocher au mieux de la carte de convergence
originale, comme on peut le voir avec la Fig. 2.5. Bien évidemment, dans le cas de
vraies données, nous ne disposerons pas de cette carte originale pour ajuster la largeur
du filtre Gaussien.
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Fig. 5.5 – Carte de masse bruitée κ(E)
n avec ng = 100 gal/arcmin2 reconstruite à partir des

mesures de cisaillement, correspondant à des observations spatiales avec une erreur de mesure
σγε = 0.3 arcsec−1. Même pour des observations spatiales qui sont censées être moins bruitées,
la carte de masse non filtrée est dominée par le bruit.

2. Pour calculer le filtre de Wiener, on suppose que le bruit est additif et qu’il peut être
modélisé par un bruit blanc Gaussien. En intégrant la valeur du filtre sur des anneaux
concentriques de largeur d, on utilise en plus l’hypothèse que l’Univers est isotrope.

3. Pour ce qui de la méthode ICF-MEM, le code LensEnt2 n’a pas été développé pour
manipuler des grandes images. Pour pouvoir faire une comparaison de cette méthode
avec la méthode MRLens, nous avons sélectionné une région de 0.5◦×0.5◦ dans le champ.
Puisque les cartes obtenues par LensEnt2 subissent une contrainte de positivité, nous
avons transformé la carte d’entrée de manière à ce que le minimum de la convergence soit
égal à zéro, comme les auteurs de LensEnt2 le recommandent. Pour optimiser le résultat
de la méthode ICF-MEM, nous avons maximisé la valeur de l’évidence Bayésienne (voir
l’équation 2.34) en faisant varier la largeur de l’ICF. Nous avons trouvé que l’évidence
était maximale pour une ICF d’environ 210 arcsec pour des observations au sol et autour
de 180 arcsec pour des observations spatiales.

4. Pour la méthode MRLens, on suppose que le bruit est Gaussien et il faut se donner
un taux de fausses détections α pour chaque échelle j. Nous nous sommes aperçus que
la valeur αj devait crôıtre avec l’échelle pour optimiser le résultat. Nous avons trouvé
la relation suivante : αj = α0 ∗ 2j pour les observations spatiales et αj = α0 ∗ (1.7)j

pour les observations au sol avec α0 = 0.0125 (pour des pixels de 0.12 arcmin). Ces
relations ont été calibrées avec des données simulées cependant elles ne devraient pas
trop changer pour des données réelles. Par contre la valeur de α0 doit être ajustée en
fonction de la résolution de l’image.

L’évaluation se fait ensuite en considérant les points suivants :
i) l’inspection des images visuellement.
ii) le calcul de l’erreur entre la carte de masse originale κ et la carte de masse reconstruite κ̃
(i.e. E = STD(κ−κ̃)

STD(κ) ).

iii) le calcul de l’erreur pour chacune des échelles en ondelettes (i.e. Ej = STD((Wκ)j−(Wκ̃)j)
STD((Wκ)j)

).
iv) le calcul du spectre de puissance de l’erreur (pour MEM et pour MRLens).
v) le temps de calcul.
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i) L’inspection des images visuellement

Fig. 5.6 – Reconstruction pour une région de 2◦× 2◦ pour des observations au sol (à gauche)
et pour des observations spatiales (à droite). De haut en bas, filtre Gaussien, filtre de Wiener,
filtrage MRLens.

Sur la Fig. 5.6, on voit une comparaison entre la méthode MRLens et deux filtres coram-
ment utilisés : le filtre Gaussien et le filtre de Wiener que nous avons décrit plus haut. On
peut voir de haut en bas les cartes de masse reconstruites avec le filtre Gaussien, avec le filtre
de Wiener et par le méthode MRLens, à gauche pour des observations au sol (i.e. ng = 20
gal/arcmin2) et à droite pour des observations spatiales (i.e. ng = 100 gal/arcmin2). Tout
d’abord, on remarque que les structures sont mieux reconstruites dans le cas d’observations
spatiales. Le bruit de mesure du cisaillement étant plus faible, le bruit que l’on retrouve
sur les cartes de convergence est également plus faible et peut plus facilement être filtré.
Le filtre Gaussien donne un résultat plus ou moins lissé dépendant de la quantité de bruit
dans l’image, comme on peut le voir Fig. 5.6 en haut. La détection des amas sur ce genre de
carte est difficile et les structures grandes échelles sont plus ou moins étalées. On remarque
également que le filtre de Wiener permet de bien reconstruire les structures à grandes échelles
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qui appartiennent au régime linéaire du processus de formation des structures. En effet, le
filtre de Wiener est optimal lorsque le signal et le bruit sont Gaussiens car comme on l’a dit
précédemment, le filtre de Wiener est estimé à partir du spectre du puissance du signal et
du bruit. Or le spectre de puissance permet uniquement de sonder les structures Gaussiennes
qui composent le signal. Ce qui expliquent que les amas qui sont des structures fortement
non-Gaussiennes soient moins bien reconstruits par cette méthode. Enfin, on peut voir que la
méthode MRLens est la meilleure pour détecter les amas. La méthode MRLens étant basée
sur une décomposition en ondelettes, elle est particulièrement bien adaptée pour représenter
des structures isotropes telles que les amas. L’intensité des pics est bien reconstruite et le
taux de fausses détection est conforme à la valeur du FDR que l’on s’est donnée.

Fig. 5.7 – Sur une région de 0.5◦×0.5◦, un seizième du champ original : En haut, à gauche, la
carte de masse simulée, En haut, à droite, le résultat pour la méthode MRLens pour ng = 100
gal/arcmin2. En bas, à gauche, le résultat pour la méthode MEM-LensEnt2 pour ng = 20
gal/arcmin−2 (ICF = 210) et en bas, à droite pour ng = 100 gal/arcmin−2 (ICF = 180).

Sur la Fig. 5.7, on voit une comparaison entre la méthode MRLens et la méthode MEM-
LensEnt2 sur un champ de 0.5◦×0.5◦, en haut à gauche, l’image originale simulée sans bruit,
en haut à droite, le filtrage par la méthode MRLens sur des observations spatiales (nG = 100),
en bas à gauche, le filtrage MEM-LensEnt2 sur des observations au sol et en bas à droite
idem mais sur des observations spatiales. On remarque ainsi que la méthode MRLens permet
de mieux reconstruire les amas que ne le permet la méthode MEM-Lensent2. Plus d’amas
sont reconstruits et leur photométrie est mieux restituée.
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ii) Le calcul de l’erreur entre la carte de masse originale κ et la carte de masse recons-
truite (i.e. E = STD(κ−κ̃)

STD(κ) )

Méthode Erreur (ng = 20) Error (ng = 100)
Filtrage Gaussien (σG = 1 arcmin) 1.108 0.775

Filtrage Gaussien (σG = 2.5 arcmin) 0.9138 0.868
Filtrage de Wiener 0.888 0.770
MEM-LensEnt2 1.091 0.821

MRLens 0.888 0.746

Tab. 5.1 – Variance sur l’erreur de reconstruction pour cinq méthodes différentes.

La table 5.1 donne les écarts-types de l’erreur pour les quatre cartes de masse recons-
truites par les quatre méthodes de filtrage. Elle montre que le filtre de Wiener est meilleur
que le filtre Gaussien et que la méthode MRLens tant à surpasser les trois autres méthodes.

iii) Le calcul de l’erreur pour chacune des échelles en ondelettes (i.e. Ej = STD((Wκ)j−(Wκ̃)j)
STD((Wκ)j)

)
La Fig. 5.8 montre l’erreur en fonction de l’échelle (l’échelle ondelette) dans le cas d’obser-

Fig. 5.8 – Variance en fonction de l’échelle pour des simulations d’observations au sol (à
gauche) et des simulations d’observations spatiales (à droite).

vations au sol (à gauche) et dans le cas d’observations spatiales (à droite) pour différents
filtrages : le filtre Gaussien (trait plein), le filtre de Wiener (pointillés), le filtrage MEM-
LensEnt2 (tirets) et le filtrage MRLens (tirets-pointillés). Les échelles des ondelettes de 1 à
6 correspondent respectivement aux échelles 0.12, 0.23, 0.47, 0.94, 1.87, 3.75 arcmin. On peut
voir que la méthode MRLens est meilleure à toutes les échelles associées au régime non-
linéaire.

iv) Le calcul du spectre de puissance de l’erreur (pour MEM et MRLens).
Sur la Fig. 5.9 nous avons tracé le logarithme du spectre de puissance pour la méthode MR-
Lens et pour la méthode MEM-LensEnt dans le cas d’observations au sol (à gauche) et dans
le cas d’observations spatiales (à droite). Le résultat est assez cohérent avec le précédent.
En effet, l’erreur obtenue pour la méthode MEM devient très importante pour les petites
fréquences (i.e. les échelles ondelettes les plus grandes).
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Fig. 5.9 – Log du spectre de puissance de l’erreur pour le filtrage MRLens (trait plein) et
le filtrage MEM-LensEnt2 (trait en pointillés) pour les simulations d’observations au sol (à
gauche) et d’observations spatiales (à droite).

v) Le temps de calcul
Pour une image de 1024× 1024 pixels, le temps de calcul est de 4 minutes pour la méthode
MRLens, de 26 secondes pour le filtre de Wiener et de 4 secondes pour le filtre Gaussien. Pour
une image de 256 × 256 pixels, le temps de calcul est d’environ 60 minutes (dépendant du
temps de convergence de l’algorithme) pour le filtrage MEM-LensEnt2. La méthode MEM-
LensEnt2 n’a pas pu être testée sur l’image 1024×1024 car la méthode n’est pas conçue pour
traiter des grands champ.

En rapport qualité-vitesse, on préférera la méthode MRLens si on cherche à reconstruire
les amas et on préférera le filtre de Wiener, si on cherche à reconstruire les structures à
grandes échelles.

Décomposition en modes E et B

Comme cela a été expliqué (voir l’équation 2.17), un simple test pour un grand nombre
d’effets systématiques est de rechercher la présence de modes B dans les cartes de masse
reconstruites par cisaillement gravitationnel. Afin de vérifier cela, nous avons simulé des
cartes de masse avec des modes B.

Fig. 5.10 – A gauche, les modes E de la carte de masse simulée, à droite les modes B de la
carte de masse simulée



5.2 Application aux données COSMOS 115

Fig. 5.11 – Modes E de la carte de masse filtrée (à gauche), Modes B de la carte de masse
filtrée (à droite)

Sur la Fig. 5.10 à gauche, nous avons une carte de masse simulée ne contenant que des
modes E et à droite, une carte de masse arbitraire de modes B. Comme précédemment, nous
avons ajouté un bruit Gaussien réaliste pour simuler des observations spatiales. Et nous avons
ainsi généré une carte de masse bruitée contenant à la fois des modes E et des modes B. En
utilisant le filtrage MRLens, nous avons ainsi reconstruit les 2 composantes de la carte de
masse : sur la Fig. 5.11, les modes E à gauche et les modes B à droite. On voit clairement
que la séparation des modes E et des modes B par les ondelettes donne de bons résultats. En
effet, les deux amas présents sur la carte de modes B ont bien été retrouvés, sans interférer
avec la reconstruction des modes E.

5.2 Application aux données COSMOS

Depuis la publication de la méthode MRLENS et sa mise en ligne à l’adresse :
http ://irfu.cea.fr/Ast/mrlens software.php, la méthode MRLENS a été testée sur plusieurs
types de données : réelles (Massey et al. 2007b) ou simulées (Teyssier et al. 2008), en cisaille-
ment gravitationnel faible et pour d’autres applications (Pires et al. 2006).

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus sur le champ COSMOS qui ont
fait l’objet d’une publication dans la revue Nature (Massey et al. 2007b). Cette étude a été
conduite en collaboration avec des chercheurs de l’Université de Caltech aux Etats-Unis. Le
relevé COSMOS (COSMic evOlution Survey) réalisé par le télescope spatial Hubble (HST
pour Hubble Space Telescope) couvre une région de 1.637 degrés carrés. Il a été obtenu
à partir de 575 pointés de la caméra grand champ ACS (Advanced Camera for Surveys).
La qualité et la profondeur du Télescope Hubble ont permis de résoudre 71 galaxies par
arcmin2. Ainsi, les formes d’un demi-million de galaxies lointaines présentes sur le champ
ont été mesurées pour pouvoir accéder à la distribution de matière noire présente dans cette
région. La méthode RRG (Rhodes et al. 2000) a été retenue pour déconvoluer les images des
galaxies en arrière-plan de leur PSF et en estimer le cisaillement.

5.2.1 Reconstruction de la carte de matière noire 2D

Une fois le champ de cisaillement mesuré, il a été converti en une carte de convergence qui
correspond à la masse de la lentille projetée sur un plan perpendiculaire à la ligne de visée.
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Cette conversion n’étant pas locale, la taille finie du champ introduit des défauts aux bords
de la carte. D’autre part, l’erreur dans la mesure du cisaillement et l’erreur liée à l’ellipticité
intrinsèque des galaxies se propagent dans les cartes de masse sous forme de bruit blanc
Gaussien. La méthode MRLens décrite précédemment a été retenue pour enlever ce bruit en
minimisant le nombre de fausses détections. Sur la Fig. 5.12, la carte du haut représente la
distribution de matière noire reconstruite par le filtrage MRLens à partir du relevé COSMOS.

Fig. 5.12 – Distribution de matière noire couvrant une région de 2 degrés carrés correspondant
au champ COSMOS. a) les ”modes E” de la carte de convergence κ, qui sont proportionnels
à la masse projetée le long de la ligne de visée sont représentés en niveaux de gris (sur une
échelle linéaire) et grâce à des contours qui commencent à 0.4% et sont espacés de 0.5% en κ.
b) La valeur absolue des ”modes B” représentés avec la même échelle de couleur ainsi que les
contours fournissent une réalisation du niveau de bruit dans la carte et permettent d’estimer
la contamination par les effets systématiques non corrigés.

Sur cette carte, la matière semble distribuée dans trois types de régions différentes se
distinguant par leur quantité de matière : Une première région qui est composée par les sur-
densités ou les noeuds des structures correspondant aux amas de galaxies. Ensuite les régions
de vide qui contiennent très peu de galaxies. Et enfin les filaments qui correspondent à des
régions autres que les amas mais qui contiennent deux fois plus de galaxies que les régions de
vide. La matière noire semble ainsi reliée entre elle par un réseau de filaments, tout comme
l’est la matière observable et lumineuse de l’Univers.

Grâce aux modes B de la carte de convergence κ que l’on peut voir sur la Fig. 5.12
(en bas), on a pu estimer les effets systématiques présents dans la carte de matière noire
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reconstruite. Comme, on l’a vu dans la section §2.2.1, en l’absence de systématiques, la carte
de modes B doit être égale à zéro. Sur la Fig. 5.12, on peut voir que les modes B sont bien
cohérents avec du bruit.

5.2.2 Comparaison matière noire - matière baryonique

Dans cette étude, une comparaison entre la distribution de baryons et celle de la matière
noire est réalisée (voir la Fig. 5.13). Pour cela, les effets de cisaillement gravitationnel faibles
sont utilisés pour estimer la distribution totale de matière qui est dominée essentiellement
par la matière noire. Rappelons que la matière baryonique représente moins de 1/6eme de la
masse totale de l’Univers. La matière baryonique est ensuite estimée à partir de la distribution
de matière visible (les étoiles et les galaxies) et de la distribution du gaz. Les relevés en X
profonds avec le satellite XMM-Newton permettent de mettre en évidence la concentration
en gaz. Les régions les plus denses et les plus chaudes de gaz sont visibles par cette méthode.
Et les observations dans le visible et dans l’InfraRouge proche permettent de mesurer d’une
part, la masse des étoiles et d’autre part, la densité de galaxies.

Fig. 5.13 – Comparaison de la matière baryonique et non-baryonique à grande échelle. La
masse projectée totale obtenue par les effets de cisaillement gravitationnel faibles qui est
dominée par la matière noire est représentée à l’aide de contour sur la figure a) et en niveaux
de gris sur les figures b), c), et d). Trois traceurs indépendants de matière baryonique ont
été utilisés : (i) la masse des étoiles (en bleu) vue en optique et IR proche, (ii) le nombre de
galaxies (en jaune) vues en optique et IR proche et (iii) le gaz chaud (en rouge) vu en X.



118 Filtrage des cartes de matière noire

Nous montrons ainsi que la distribution de matière visible ainsi que la distribution de gaz
sont en parfait accord avec la distribution de matière noire révélée par les effets de lentille
gravitationnelle faibles. Une comparaison statistique sur l’ensemble de la carte montre que
les baryons suivent la distribution de matière noire même aux grandes échelles. Cette étude
vient confirmer les résultats des simulations numériques qui prédisent que la matière noire et
le gaz sont distribués selon un réseau de filaments, analogue à celui qui est observé dans la
distribution des galaxies.

5.2.3 Reconstruction de la carte de matière noire 3D

Dans cette étude, nous présentons également la première carte tri-dimensionnelle de
matière noire d’une fraction de l’Univers (voir la Fig. 5.14). La troisième dimension cor-

Fig. 5.14 – Reconstruction 3D de la distribution de matière noire. L’échelle de temps (décalage
spectral) est fortement compressée, et le volume du relevé est vraiment un cône allongé. Un
iso-contour de densité a été tracé correspondant à une dénsité de 1.6 ∗ 1012 masse solaire
dans un rayon de 700 kpc et ∆z = 0.05. Cette valeur a été choisie arbitrairement pour faire
ressortir la structure filamentaire.

respond au décalage spectral z qui représente le temps. Les cartes de matière noire 3D sont
très importantes car elles permettent de bien contraindre les processus de formation des struc-
tures en permettent de voir notre Univers à des moments différents de l’histoire cosmique.

Pour pouvoir accéder à la troisième dimension, les données de Hubble ont été complétées
par d’autres observations au sol (Subaru, VLT, CFHT) et dans l’espace (XMM-Newton). Les
distances de dizaines de milliers de galaxies du champ COSMOS ont ainsi été estimées par la
mesure de leur décalage spectral. Les valeurs de décalage spectral ont ensuite été discrétisées
en séparant les galaxies d’arrière-plan en trois différents plans à z ≈ 0.3, 0.5 et 0.7. L’échelle
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de temps est ainsi fortement compressée. D’autre part, les fonctions de sélection de chaque
plan se chevauchent légèrement. Certaines structures peuvent ainsi être vues dans des plans
successifs.

La méthode MRLens n’a pas pu être utilisée pour reconstruire cette carte 3D car le champ
de chacun des plans était trop petit, le nombre de galaxies par plan étant divisé par 3. Mais
à l’avenir, quand le champ sera plus grand on pourra facilement utiliser MRLens. On prévoit
d’ailleurs de développer, une version 3D de la méthode qui traitera directement les données
tri-dimensionnelles en prenant en compte l’évolution des structures dans la 3eme dimension.
On pourra ainsi s’intéresser à l’évolution des structures en fonction du temps.

Cette étude a montré l’importance du lancement de nouveaux observatoires spatiaux,
comme le projet Euclid auquel participe le CEA, qui a pour mission d’observer la totalité du
ciel. Avec de tels relevés, nous pourrions reconstruire la distribution totale de matière noire
dans l’Univers et ainsi rechercher la nature exacte de la matière noire et étudier son rôle
dans la formation des grandes structures de l’Univers. Nous pourrions également déterminer
les propriétés de l’énergie noire qui produit aujourd’hui une accélération de l’expansion de
l’Univers, et dont la nature est une des plus grandes questions de la physique fondamentale
contemporaine.

5.3 Application à la simulation Horizon de tout le ciel

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus sur la première carte de cisaille-
ment simulée de tout le ciel. L’étude que nous détaillons ici est présentée dans Teyssier et al.
(2008).

Actuellement, en mettant en commun les quatre plus grands relevés de cisaillement gra-
vitationnel (CFHTLS-Wide, RCS, VIRMOS-DESCART et GaBodDS), les effets de lentille
gravitationnelle faibles permettent de sonder au mieux un champ d’environ 100 degrés carrés.
Ces mesures ont été utilisées pour mesurer l’amplitude du spectre de puissance et pour mettre
des contraintes sur certains paramètres cosmologiques (Benjamin et al. 2007). Dores et déjà,
un grand nombre de nouveaux instruments sont déjà prévus afin de disposer d’une plus grande
fraction du ciel à étudier, notamment la mission spatiale EUCLID qui est censée couvrir tout
le ciel. Ces relevés vont nous permettre de mesurer le cisaillement à la fois aux grandes
échelles où la dynamique gravitationnelle est dans le régime linéaire et aux petites échelles
où la dynamique est fortement non-linéaire. En comparant ces mesures avec les prédictions
théoriques de l’évolution du champ de densité, on va pouvoir placer de fortes contraintes sur
les paramètres cosmologiques notamment ceux en rapport avec l’énergie noire. Aux petites
échelles, la nature non-linéaire du champ de densité ne permet pas de faire des prédictions
basées sur les modèles analytiques et requiert l’utilisation de simulations numériques. Des
simulations à N-corps ont été utilisées pour simuler les cartes de cisaillement gravitationnel
sur des zones de ciel suffisamment réduites permettant d’utiliser l’approximation en champ
plat (Jain et al. 2000; White and Vale 2004). Pour mieux comprendre les futurs relevés,
une simulation de tout le ciel couvrant une large gamme de fréquences est apparue comme
le nouvel enjeu des experts en simulation numérique. Dans cette partie, nous présentons la
première carte de cisaillement de tout le ciel qui a été construite à partir d’une simulation
à N-corps haute-résolution. Nous présentons également la première méthode de reconstruc-
tion de masse basée sur des techniques multi-échelles qui permet à la fois de reconstruire les
grandes structures qui sont dans le régime linéaire et les petites échelles qui sont fortement
non-linéaires.
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5.3.1 La carte de convergence

La simulation Horizon

Pour obtenir une carte de convergence de tout le ciel, nous avons utilisé la grande simu-
lation 3D à N-corps contenant 70 milliards de particules, générée dans le cadre du projet
”Horizon”. Ce projet à très forte composante numérique a pour but d’étudier la formation
des galaxies dans un cadre cosmologique en utilisant au mieux les moyens de calculs exis-
tants. La méthode numérique qui a été retenue pour cette simulation est le code RAMSES
(Teyssier 2002) qui est un code parallèle qui utilise la bibliothèque MPI (Message Passing
Interface) pour gérer la communication entre les différents processeurs. Ce code résout les
équations de l’hydrodynamique sur une grille à maillage adaptatif (AMR pour Adaptative
Mesh Refinement). La structure choisie permet de raffiner chaque cellule individuellement et
de façon récursive permettant ainsi d’atteindre une finesse spatiale inégalée. En partant d’une
grille avec 40963 points ou cellules, chaque cellule AMR est ensuite individuellement raffinée
si le nombre de particules par cellule est supérieur à 40. Le nombre de particules par cellule
est ainsi constant variant entre 5 et 40 particules permettant ainsi de maintenir le bruit à un
niveau constant. La grille AMR produite à partir du code RAMSES pour cette simulation
contient plus de 140 milliards de cellules et 68.7 milliards de particules ont été utilisées pour
échantillonner le champ de densité de matière noire.

Le code RAMSES permet de simuler une grande variété de modèles cosmologiques dépen-
dant des conditions initiales. Pour la simulation Horizon, on a choisi de prendre un modèle
cosmologique en concordance avec le modèle ΛCDM estimé à partir des trois ans de données
du satellite WMAP (Spergel et al. 2007) chargé d’étudier le fond diffus cosmologique de
l’Univers avec les valeurs suivantes pour les paramètres cosmologiques : Ωm = 0.24, ΩΛ = 0.76,
Ωb = 0.042, n = 0.958, H0 = 73 km/s/Mpc et σ8 = 0.77. Le spectre de puissance utilise
la fonction de transfert proposée par Eisenstein and Hu (1999) qui inclut les Oscillations
Baryoniques Acoustiques (BAO). La taille de la bôıte a été choisie égale à 2 Gpc/h ce qui
correspond grossièrement à la distance comobile d’un objet à z = 0.8. La simulation couvre un
volume suffisamment large pour permettre le calcul d’une carte de convergence de tout le ciel
tout en permettant de résoudre des halos de la taille de la Voie lactée avec nombre de particules
suffisamment grand (> 100 particules). Cet effort de calcul permet ainsi, pour la première
fois de faire le lien entre les échelles proches de l’horizon cosmologique (les grandes échelles)
et les échelles caractéristiques des halos de matière noire virialisés (les petites échelles).

Pour simuler un tel volume avec autant de détails, les membres du Projet Horizon ont
utilisé les 6144 processeurs Intel Itanium2r du calculateur BULL NovaScale 3045 récemment
installé au CCRT (Centre de Calcul, Recherche et Technologie) pour faire fonctionner à plein
régime le code RAMSES. Grâce aux experts de BULL et du CCRT, ce programme a pu utiliser
de façon optimale les ressources de l’ordinateur pendant près de deux mois, consommant plus
de 18 Tera octets de mémoire vive et générant près de 50 Tera octets de données sur disque.
Le même projet, réalisé sur un ordinateur individuel, aurait pris plus de mille ans !

Simulation de la carte de convergence

Avec la simulation Horizon, nous disposons de la distribution de matière noire sur tout
le ciel pour différentes valeurs de décalage spectral (348 valeurs) comprises entre 0 et 1.
Chacune des (348) tranches d’Univers, correspondant à un décalage spectral donné, a été
convertie en une carte de sur-densités de tout le ciel au format HEALPix (Nside = 4096).
HEALPix (Hierarchical Equal Area isoLatitude Pixelisation) est un algorithme qui permet
de pixéliser une sphère avec, à la base, 12 pixels de même surface avec la possibilité ensuite
d’augmenter la résolution de manière récursive (en divisant chaque pixel en quatre nouveaux
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pixels).
Pour construire la carte de convergence à partir des 348 cartes de tout le ciel, les ga-

laxies d’arrière-plan sont supposées être toutes situées sur un plan source correspondant à un
décalage spectral de zs = 1 et on utilise l’approximation de Born qui suppose que les rayons
lumineux suivent des lignes droites. Dans l’article de Van Waerbeke et al. (2001), on montre
que cette approximation introduit une erreur relative de 10% sur le coefficient d’asymétrie
(le moment d’ordre 3 de la distribution) aux grandes échelles où la convergence est Gaus-
sienne et une erreur de l’ordre de 1% pour les petites échelles qui appartiennent au régime
non-linéaire de formation des structures. Cette précision a été considérée comme suffisante
pour l’objet de cette étude. Une autre technique qui consiste à tracer le chemin de chaque
rayon individuellement (Jain et al. 2000; White and Vale 2004) permet d’avoir un résultat
plus précis mais est beaucoup plus longue à mettre en oeuvre (voir Teyssier et al. 2008).

Fig. 5.15 – Carte de convergence de tout le ciel dérivée de la simulation Horizon avec une
résolution de 0.74 arcmin2. Les petites vignettes représentent des zooms sur des régions de
plus en plus petites de la carte.

Sur la Fig. 5.15 on peut visualiser la carte de convergence de tout le ciel obtenue par
projection de la matière noire en utilisant l’approximation de Born, la résolution étant de 0.74
arcmin2. Les petites vignettes nous permettent de voir la carte de convergence à différentes
échelles montrant ainsi la résolution impressionnante de cette carte. Le bruit de poisson
souvent appelé ”shot noise” qui est lié au nombre (restreint) de particules par cellule est
négligeable pour cette simulation. En effet, sur la Fig. 5.17 qui représente le spectre de
puissance de la carte de convergence, on peut voir que le bruit de poisson est bien en dessous
du niveau de bruit expérimental attendu.

5.3.2 Estimation de statistiques non-Gaussiennes

Si on regarde la Fig. 5.15, aux grandes échelles la carte de convergence présente les ca-
ractéristiques d’un champ Gaussien comme c’est le cas pour la carte du fond diffus cos-
mologique observée par le satellite WMAP (Spergel et al. 2007) qui mesure les fluctua-
tions primordiales de l’Univers à z = 1100 . Par contre, aux petites échelles, le signal
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est clairement dominé par la présence des halos de matière noire qui sont fortement non-
Gaussien. Nous avons pu caractériser cette propriété de manière quantitative grâce à la
résolution sans précédent de cette carte de tout le ciel. Pour cela, nous avons ainsi réalisé
une décomposition en ondelettes en utilisant la transformation en ondelettes (isotrope) sur
la sphère proposée par Starck et al. (2006a). Nous avons fait une décomposition en 11
échelles en ondelettes dyadiques correspondant respectivement aux multipôles (moyens) sui-
vants l0 = 9000, 4500, 2250, 1125, 562, 282, 141, 71, 35, 18. Pour chacune des images de la
décomposition en ondelettes, correspondant à une échelle donnée, nous avons calculé les
moments d’ordre 2, 3 et 4 c’est-à-dire respectivement la variance σ2 =< κ2 >, le coef-
ficient d’asymétrie normalisé S =< κ3 > /σ3 et le coefficient d’aplatissement normalisé
K =< κ4 > /σ4. Les résultats sont présentés sur la Fig. 5.16.

Fig. 5.16 – Moments de la convergence en fonction de l’échelle moyenne des plans en onde-
lettes. La variance, le coefficient d’asymétrie, et le coefficients d’aplatissement sont représentés
respectivement par des courbes noire, verte et rouge. Les lignes pleines correspondent à une
analyse sur tout le ciel et celles avec des symboles à une analyse plus réaliste où une partie
de la carte a été masquée.

Nous pouvons voir ainsi que la variance croit avec la fréquence et sature pour des mul-
tipôles l ≥ 6000 comme le prédit la théorie de formation des structures non-linéaires. La
variance de chaque plan en ondelettes peut être considérée comme l’estimation de la puis-
sance pour une bande du spectre de puissance comme on peut le vérifier sur la Fig. 5.17.

Sur la Fig. 5.17, nous avons également tracé le spectre de puissance linéaire pour bien
voir l’échelle à partir de laquelle on rentre dans le régime non-linéaire de formation des
structures : la contribution non-linéaire devient significative pour des échelles l > 750. Nous
avons choisi de tracer les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sur la Fig. 5.16 qui sont
des estimateurs plus directs de la non-Gaussianité. Nous pouvons constater que le régime non-
linéaire s’installe pour des l compris entre 750 et 1500 quand les deux statistiques deviennent
supérieures à 1.

Sur la Fig. 5.16, nous constatons que pour des petits l, c’est-à-dire aux grandes échelles,
les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sont affectés par les problèmes de variance
cosmique due à la taille limitée de notre Univers. S’ajoute à cela, le fait que la statistique sur
le champ de convergence ne peut pas être estimée en pratique sur tout le ciel à cause de la
présence de masque sur les données. Ces masques sont dus d’une part à la présence d’étoiles
très brillantes qui saturent le champ, mais aussi à la présence d’une zone d’absorption sur le



5.3 Application à la simulation Horizon de tout le ciel 123

Fig. 5.17 – Le spectre de puissance angulaire de la carte de convergence simulée (trait plein
noir) est comparé au modèle analytique de Smith et al (2001) (trait plein). Nous avons
également tracé la prédiction faite par la théorie linéaire (trait en pointillés). Le spectre de
puissance du bruit est tracé en noir (tirets). Le spectre de puissance de la carte d’erreur
obtenu par le filtre de Wiener (trait plein rouge) est comparé au spectre de puissance de la
carte d’erreur obtenu par la méthode MRLens (trait plein bleu).

plan galactique. Nous avons étudié l’impact de ces masques sur la précision de notre analyse
statistique. Pour cela, nous avons calculé le nombre typique d’étoiles brillantes qui sature
les CCD pour un relevé de cette taille. Et nous avons trouvé que 40% de la surface devait
être masquée. Nous avons refait la même analyse sur la carte de tout le ciel masquée et
les résultats sont représentée sur la Fig. 5.16 grâce à des lignes annotées de symboles. Nous
pouvons voir que l’échelle de transition entre le régime linéaire et non-linéaire reste la même.
Nous pouvons conclure que la variance liée à la taille limitée de l’échantillon imposée par les
masques affecte les moments d’ordre supérieurs pour des multipôles inférieurs à l ≈ 200.

5.3.3 Reconstruction de la distribution de masse

Nous avons ajouté un bruit blanc Gaussien réaliste à la carte de convergence de tout le
ciel simulée décrite précédemment, afin de simuler les erreurs de mesure du cisaillement. Le
niveau de bruit est pris égal à σn = 0.3/√ng avec ng = 40 gal/arcmin2 en accord avec les
prévisions des futurs relevés de tout le ciel. Cette carte de convergence de tout le ciel réaliste
peut être utilisée pour faire une analyse statistique de la distribution de matière noire comme
on l’a vu dans la section précédente. Mais, elle peut également être utilisée pour construire
un catalogue d’amas (essentiellement de matière noire) que l’on pourra alors comparer aux
catalogues d’amas (de matière visible) reconstruit grâce à d’autres sondes telles que les rayons
X, le visible, l’effet Sunyaev Zeldovich,... Ce dernier point va devenir un enjeu important dans
les futurs années quand les premiers relevés de tout le ciel vont être disponibles.

Cette carte de convergence réaliste va ainsi nous permettre de comparer les différentes
méthodes de reconstruction de masse existantes. Dans cette étude, nous nous intéressons uni-
quement à la comparaison des méthodes de débruitage en supposant que la carte de conver-
gence reconstruite à partir de la mesure du cisaillement ne contient pas de systématiques.

Une première méthode que nous avons considérée est le filtre de Wiener qui est optimal
pour reconstruire des champs Gaussien. Ce filtre devrait donc être optimal pour reconstruire
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les grandes structures de la carte. Comme nous l’avons décrit §2.3.1, le filtre de Wiener s’écrit :
ŵ(l) = S(l)

S(l)+N(l) où S(l) et N(l) sont respectivement les spectres de puissance du signal (sans
bruit) et du bruit. Les résultats du filtre de Wiener est visible sur la Fig. 5.18. Si l’on compare
le résultat avec la carte de convergence original, on remarque qu’à grandes échelles le résultat
est plutôt satisfaisant par contre aux petites échelles, les amas sont assez mal reconstruits.
Les structures à petites échelles sont sur-lissées et les niveaux de la carte mal retrouvés.

Afin de mieux reconstruire les amas, nous nous sommes intéressés au filtrage MRLens
que nous avons présenté au chapitre V. MRLens a initialement été développé pour des cartes
de convergence correspondant à une fraction du ciel très réduite pour lesquelles la non-
Gaussianité était prédominante. Pour cette étude, la méthode MRLens a été étendue au cas
des données sur la sphère afin de pouvoir traiter la carte de tout le ciel. La méthode MR-
Lens a été appliquée indépendamment sur les 12 pixels de base de HEALPix couvrant la
sphère, considérant chaque pixel de base comme une carte de convergence indépendante en
coordonnées cartésiennes. Ce pseudo-traitement sur la sphère peut introduire des erreurs liés
aux approximations que l’on fait pour passer des pixels HEALPix en coordonnées sphériques
aux cartes en coordonnées cartésiennes. Dans l’étude qualitative que nous menons, ce type
d’erreur est sans importance. Mais, dans l’avenir, une version de MRLens sur la sphère devra
être développée pour bien traiter ce problème. Le résultat obtenue par cette version de MR-
Lens sur la sphère est montré sur la Fig. 5.18. Pour les petites échelles, le résultat est bien
meilleur que celui de Wiener : les structures sont reconstruites avec plus de précision. Par
contre, aux grandes échelles, le filtre de Wiener est bien plus efficace pour retrouver la texture
basse fréquence de l’image. Sur la Fig. 5.17, nous avons tracé le spectre de puissance de la
carte reconstruite par le filtre de Wiener et par la méthode MRLens, montrant à nouveau
qu’aux grandes échelles, le filtre de Wiener surpasse la méthode MRLens. Par conte, aux pe-
tites échelles, lorsque la contribution non-linéaire (c-à-d non-Gaussienne) devient significative
pour l ≈ 1000 (voir Fig. 5.17) la méthode MRLens surpasse le filtre de Wiener.

L’analyse que l’on vient de faire plaide pour le développement d’une méthode qui combi-
nerait ces deux approches. Aux grandes échelles, cette méthode hybride permettrait de filtrer
optimalement les grandes structures qui sont Gaussienne, en s’appuyant sur les propriétés
du filtre de Wiener. Et aux petites échelles, elle permettrait de bien reconstruire les struc-
tures non-Gaussienne que sont les amas, en s’appuyant sur les caractéristiques de la méthode
MRLens.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de reconstruction des cartes de matière
noire présenté §2.3.
Les principales conclusions sont les suivantes :

1. Nous avons tout d’abord développé une nouvelle méthode de filtrage non-linéaire dédiée
aux cartes de matière noire que nous avons appelée MRLens. Cette méthode qui est
basée sur une approche Bayésienne, utilise un a priori sous forme d’une Entropie multi-
échelles. Elle utilise aussi une méthode robuste de détection des coefficients significatifs :
la méthode FDR ainsi qu’un algorithme de reconstruction itératif.

2. Nous avons ensuite montré, en utilisant des simulations réalistes, que cette méthode
était plus performante que les autres méthodes utilisées habituellement pour filtrer les
cartes de matière noire. Nous avons montré notamment que les amas de galaxies étaient
mieux reconstruits par la méthode MRLens.

3. Notre méthode MRLens a ensuite été appliquée sur des vraies données : le champ
COSMOS. Elle a permis ainsi de reconstruire une carte de matière noire qui est à ce
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Fig. 5.18 – Reconstruction de la carte de convergence à partir du filtre de Wiener et de la
méthode MRLens. Les cartes du haut correspondent à un zoom de la carte de tout le ciel
représentant une zone de 2.5◦× 2.5◦. Les cartes du bas correspondent à des zooms des cartes
du haut représentant une zone de 45′× 45′. De gauche à droite, nous avons la carte originale,
la carte bruitée, la carte filtrée par le filtre de Wiener et la carte filtrée par MRLens

jour la plus précise. Grâce à cette carte, nous avons pu voir comment était distribuée
la matière noire et nous avons pu la comparer avec la distribution de matière visible
obtenue par d’autres techniques.

4. Notre méthode MRLens a finalement été appliquée sur la première carte de matière
noire simulée de tout le ciel. Cette application a révélé les faiblesses de notre méthode à
reconstruire les structures à grande échelle. L’étude qualitative que nous avons menée à
la fin de ce chapitre plaide en la faveur d’une méthode hybride qui combinerait le filtre
de Wiener et la méthode MRLens.

Software

Le code MRLens dédié au filtrage des cartes de matière noire ainsi qu’une documentation
complète sont disponibles à l’adresse suivante :

http://irfu.cea/Ast/mrlens.software.php
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Les effets de lentille gravitationnelle faibles fournissent une méthode unique pour cartogra-
phier directement la carte de matière noire de l’Univers. La comparaison entre les simulations
et les observations permet de mieux comprendre les processus de formation des structures à
grande échelle et fournit un outil pour contraindre le modèle cosmologique. La majorité des
études en cisaillement gravitationnel utilise les statistiques à deux points du cisaillement gra-
vitationnel pour leur capacité à contraindre le spectre des fluctuations de densité de l’Univers
tardif (Maoli et al. 2001; Refregier et al. 2002; Bacon et al. 2003; Massey et al. 2005; Dahle
2006). Mais les statistiques à deux points telles que la FC2pts ou le spectre de puissance
permettent de sonder uniquement les aspects Gaussiens de la distribution, ce qui mène à des
dégénérescences entre les paramètres, en particulier entre l’amplitude σ8 des fluctuations de
la matière noire dans un rayon de 8Mpc/h et la densité de matière de l’Univers Ωm (voir Fig.
2.9), les deux à z = 0. Une discussion détaillée sur le sujet est proposée §2.4.1. Ne considérer
que les structures Gaussiennes pour contraindre les paramètres cosmologiques est assez limi-
tant car à petite échelle l’Univers tardif est fortement non-Gaussien.

De meilleures contraintes peuvent être obtenue en utilisant l’information contenue dans
les cartes 3D de cisaillement gravitationnel (Bernardeau et al. 1997; Pen et al. 2003; Mas-
sey et al. 2007b). Une alternative consiste à considérer les moments d’ordre supérieur du
champ de cisaillement (Takada and Jain 2003; Jarvis et al. 2004; Kilbinger and Schneider
2005; Hamana et al. 2004; Donoho and Jin 2004) qui permettent de sonder les structures
non-Gaussiennes présentes à petites échelles.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la dégénérescence entre σ8 et Ωm en ne conside-
rant que les effets de cisaillement gravitationnel. Nous comparons systématiquement plusieurs
statistiques habituellement utilisées pour caractériser la non-Gaussianité afin de trouver celle
qui permet de mieux briser cette dégénérescence qui est représentée sur la Fig. 2.9. Dans la
littérature, les méthodes pour rechercher la non-Gaussianité sont basées essentiellement sur
les fonctions de corrélation d’ordre supérieur (Jarvis et al. 2004; Aghanim et al. 2003; Kil-
binger and Schneider 2005). Mais certains auteurs ont déjà utilisé d’autres estimateurs pour
rechercher la non-gaussianité (Miyazaki et al. 2002; Bergé et al. 2008). Dans cette étude,
nous faisons une comparaison entre ces statistiques et d’autres méthodes pour mesurer la
non-Gaussianité afin de trouver la statistique qui permet de mieux contraindre le modèle cos-
mologique. Toutes ces statistiques sont estimées afin de trouver celle qui représente le mieux
les non-Gaussianités.

Pour l’étude du CMB, il a été proposé d’utiliser des statistiques telles que le coefficient
d’applatissement ou le Higher Criticism dans une représentation en ondelettes afin de détecter
les amas de galaxies et le coefficient d’applatissement ou d’asymétrie dans une représentation
en curvelets pour détecter des structures anisotropes telles que les cordes cosmiques (Jin et al.
2005). Les données de cisaillement gravitationnel contenant le même genre de structures, nous
avons également considéré une telle approche basée sur la représentation parcimonieuse des
données. L’étude qui est détaillée dans ce chapitre est présentée dans Pires et al. (2008a).

Dans une première partie, nous présentons tout d’abord les simulations que nous avons
utilisées pour cette étude, nous présentons ensuite les statistiques que nous avons sélectionnées
ainsi que les représentations. Nous introduisons notamment une nouvelle statistique que
nous avons appelée WPC (pour Wavelet Peak Counting). Dans une deuxième partie, nous
décrivons notre analyse et nous montrons que WPC est la meilleure statistique pour briser
la dégénérescence entre σ8 et Ωm.

6.1 Nos outils pour la discrimination de modèles cosmologiques

6.1.1 Les simulations

Pour obtenir des cartes de convergence simulées, nous avons utilisé des simulations cos-
mologiques à N-corps générées avec le code RAMSES (Teyssier 2002). Nous avons choisi 5
modèles cosmologiques le long de la dégénérescence (σ8,Ωm), comme on peut le voir Fig.
6.1. Ces modèles suivent un modèle ΛCDM et les paramètres associés sont choisis dans une
gamme réaliste (voir la Tableau 6.1).

Modèle Bôıte Ωm ΩΛ h σ8

modèle 1 165.8 0.23 0.77 0.594 1
modèle 2 159.5 0.3 0.7 0.7 0.9
modèle 3 152.8 0.36 0.64 0.798 0.8
modèle 4 145.7 0.47 0.53 0.894 0.7
modèle 5 137.5 0.64 0.36 0.982 0.6

Tab. 6.1 – Valeur des paramètres cosmologiques pour les 5 modèles choisis le long de la
dégénérescence (σ8,Ωm). La taille de bôıte est exprimée en Mpc/h, les simulations possèdent
2563 particules, Ωm est le paramètre de densité de matière, ΩΛ le paramètre de densité
d’énergie noire, h est égal à H0/100 où H0 est la constante de Hubble et σ8 l’amplitude du
spectre de puissance de la matière.
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En appliquant la méthode décrite §4.1.1, nous avons dérivé 100 réalisations pour chacun
des 5 modèles. Sur la Fig. 6.1, on peut visualiser une réalisation de chaque modèle. A grande
échelle, la distribution est plus ou moins Gaussienne. Par contre, à petite échelle, le signal est
clairement dominé par des structures non-Gaussiennes : les amas de galaxies. On peut voir
également que plus Ωm/σ8 est petit, plus le champ est structuré et inversement.

Pour des observations réelles, un bruit se rajoute à la mesure de cisaillement γi qui est lié
d’une part à l’ellipticité intrinsèque des galaxies et d’autre part aux erreurs de mesure. Une
bonne approximation, consiste à modéliser le bruit par un champ Gaussien non corrélé de
variance :

σ2
noise =

σ2
ε

Ang
, (6.1)

où A est la taille du pixel en arcmin2, ng le nombre moyen de galaxies par arcmin2 et σε
l’erreur sur la mesure du cisaillement. Nous fixons σε ' 0.3 et ng = 100 gal/arcmin2 comme
ce qui est obtenu pour des relevés de cisaillement gravitationnel dans l’espace (Massey et al.
2004). Une estimation de la carte de convergence bruitée κ̃n est obtenue en utilisant l’esti-
mateur des moindre carrés définit dans Starck et al. (2006b).

6.1.2 Le taux de discrimination

Dans cette étude, afin de trouver la meilleure statistique pour briser la dégénérescence
entre σ8 et Ωm, nous comparons l’efficacité de statistiques estimées dans différentes represen-
tations en utilisant les données simulées que nous venons de décrire. Pour cela, nous définissons
un estimateur du taux de discrimination qui va nous permettre de caractériser pour une sta-
tistique donnée, la discrimination obtenue entre deux modèles. La meilleure statistique est
celle qui maximise le taux de discrimination pour tous les couples de modèles.

Définition du taux de discrimination

Pour obtenir un taux de discrimination entre deux modèles m1 et m2, il nous faut définir,
pour chaque statistique deux seuils T1 et T2 (voir la Fig. 6.2) :
- T1 est défini de telle manière que si la valeur estimée de la statistique sur une carte κi est
inférieure à T1, la carte κi est considérée comme appartenant au modèle m1, et inversement.
- T2 est défini de telle manière que si la valeur estimée de la statistique sur une carte κi est
supérieure à T2, la carte κi est considérée comme appartenant au modèle m2, et inversement.

Nous avons utilisé la méthode FDR proposée par Benjamini and Hochberg (1995) et
décrite §5.1.1 pour fixer les deux seuils T1 et T2. Cette méthode, très performante, per-
met de fixer un seuil de manière adaptative pour un taux de fausses détections donné.
La Fig. 6.2, représentent les distributions obtenues avec une statistique donnée pour deux
modèles différents. Chacune des régions en jaune délimitée par T1 ou T2 représente les fausses
détections obtenues avec le seuil T1 ou T2. La méthode du FDR garantit que le taux de fausses
détections est en moyenne inférieur à une valeur α qu’on doit se fixer.

Les deux seuils étant définis, nous pouvons dériver un taux de discrimination pour chacun
des modèles. Le taux de discrimination est défini comme le pourcentage de cartes discriminées
et pour chaque modèle il correspond à la partie de la distribution qui est hachurée sur la Fig.
6.2. Pour chaque statistique, le taux de discrimination doit être estimé pour tous les couples
de modèles. Les Tableaux 6.3, 6.5 et 6.7 montrent le taux de discrimination obtenu pour trois
statistiques différentes.
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Fig. 6.1 – En haut à gauche, les cinq modèles choisis le long de la dégénérescence (σ8,Ωm), en
haut à droite, une réalisation de la carte de convergence du modèle 1 (σ8 = 1 et Ωm = 0.23),
Au milieu à gauche, une réalisation du modèle 2 (σ8 = 0.9 et Ωm = 0.3), Au milieu à droite,
une réalisation du modèle 3 (σ8 = 0.8 et Ωm = 0.36), En bas à gauche, une réalisation du
modèle 4 (σ8 = 0.7 et Ωm = 0.47), et en bas à droite, une réalisation du modèle 5 (σ8 = 0.6
et Ωm = 0.64). Le champ couvre une région de 1.975◦ x 1.975◦ échantillonné avec 512 x 512
pixels.
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Fig. 6.2 – Taux de discrimination entre deux modèles m1 et m2. La méthode FDR (pour False
Discovery Rate) est utilisée pour estimer T1 et T2 en prenant un taux de fausses détection
(FDR) égale à α = 0.05.

Définition du taux de discrimination moyen

Un taux de discrimination moyen peut être estimé pour chacune des statistiques en faisant
une moyenne du taux de discrimination sur tous les couples de modèles. Une discrimination
parfaite est obtenue si le taux de discrimination moyen est proche de 100%. S’il est compris
entre 80% et 100%, la discrimination est possible sauf pour des modèles adjacents. S’il est
inférieur à 40% aucune discrimination n’est possible même pour des modèles éloignés.

Définition du taux de discrimination moyen maximum

Un taux de discrimination moyen maximum est estimé pour les statistiques qui sont
estimées dans des représentations multi-échelles. Ce taux correspond à la valeur maximum
obtenue pour le taux de discrimination moyen parmi toutes les échelles. Dans l’espace direct
et de Fourier, le taux de discrimination moyen maximum est égal au taux de discrimination
moyen.

6.1.3 Les statistiques

Le but premier de cette étude est de comparer plusieurs statistiques afin de trouver celle
qui permet de mieux contraindre les paramètres cosmologiques. Comme nous l’avons vu
§2.9, les statistiques à deux points ne permettent de caractériser que les aspects Gaussiens
d’une distribution et aboutissent à une dégénérescence entre σ8 et Ωm. Nous avons donc opté
pour des statistiques qui permettent de caractériser la non-Gaussianité et les processus non-
linéaires de formation des structures.

– Le coefficient d’asymétrie (S) :
Le coefficient d’asymétrie (souvent appelé skewness) est le moment d’ordre 3 d’une
distribution. Il est couramment utilisé pour mesurer la non-Gaussianité. Le coefficient
d’asymétrie du champ de convergence Sκ est défini de la manière suivante :

Sκ =
N∑
i=1

(κi − κ)3

(N − 1)σ3
. (6.2)

C’est une mesure de l’asymétrie de la distribution. Dans les cartes de convergence
l’asymétrie est essentiellement due à la présence de halos de matière noire massifs. La
distribution sera plus ou moins étirée vers les valeurs positives suivant l’abondance en



132 Comment contraindre au mieux les paramètres cosmologiques

amas de galaxies massifs.

– Le coefficient d’aplatissement (K) :
Le coefficient d’aplatissement (souvent appelé kurtosis) est le moment d’ordre 4 d’une
distribution, il est également souvent utilisé pour caractériser la non-Gaussianité. L’excès
d’aplatissement du champ de convergence Kκ est défini de la manière suivante :

Kκ =
N∑
i=1

(κi − κ)4

(N − 1)σ4
− 3. (6.3)

C’est une mesure de l’aplatissement de la distribution. Un excès d’aplatissement positif
correspond à une distribution plus piquée qu’une Gaussienne et un excès d’aplatisse-
ment négatif à une distribution plus aplatie qu’une Gaussienne.

– Le bispectre (Bl) :
Dernièrement, on trouve un grand nombre de travaux utilisant la fonction de corrélation
à trois points pour contraindre les paramètres cosmologiques. Pour des raisons de temps
de calcul, nous avons utilisé son analogue dans l’espace de Fourier : le bispectre Bl
que nous détaillons §2.4.1. Seule la configuration équilatérale a été considérée dans
cette étude. Le code pour estimer le bispectre dans sa configuration locale sera bientôt
développé et nous pourrons l’ajouter à cette étude.

– Le Higher Criticism (HC) :
Le Higher Criticism (HC) est une statistique qui a été récemment développée par
Donoho and Jin (2004). C’est un estimateur de non-Gaussianité obtenue en cherchant
la déviation maximum des p-values triées par rapport à une distribution Gaussienne.
Pour définir le HC, il faut tout d’abord convertir chaque pixel i de κ en p-value. Soit
pi = P{N(0, 1) > κi}, la ième p-value, et soit p(i) les p-values triées par ordre croissant.
Le HC est défini comme suit :

HC∗ = max
i

∣∣∣∣∣∣
√
n[i/n− p(i)]√
p(i)(1− p(i))

∣∣∣∣∣∣ . (6.4)

Ou sous sa forme modifiée :

HC+ = max
i:1/n6p(i)61−1/n

∣∣∣∣∣∣
√
n[i/n− p(i)]√
p(i)(1− p(i))

∣∣∣∣∣∣ . (6.5)

Ainsi une grande valeur de HC suppose la présence de non-Gaussianité. HC permet
de détecter même une faible quantité de non-Gaussianité.

– Le Peak Counting (PC) :
Le Peak Counting (PC) qui consiste à estimer le nombre de sur-densités présentes dans
le champ de convergence correspond plus ou moins au nombre d’amas de galaxies que
l’on peut détecter dans une fraction du ciel. Le PC tel qu’on l’a défini, permet de
contraindre l’amplitude σ8 du spectre de puissance de la matière pour un Ωm donné
(e.g. Bahcall and Fan 1998). Et le formalisme du modèle de halo permet de prédire le
nombre d’amas de galaxies pour un modèle cosmologique donné (e.g. Hamana et al.
2004).
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En pratique, le PC correspond au nombre de pics au dessus d’un certain seuil dans
les cartes de convergence et nous utilisons le logiciel publique SExtractor (Bertin and
Arnouts 1996) pour extraire les amas de galaxies des cartes de convergence filtrées et
ainsi les compter. SExtractor s’avère être rapide, pratique et facile à configurer et il gère
de manière efficace l’extraction des amas de galaxies. Nous utilisons la configuration
sans bruit en supposant nos filtres suffisamment efficaces pour que cette hypothèse soit
valide.

– Le Wavelet Peak Counting (WPC) :
Nous introduisons une nouvelle statistique que nous appelons Wavelet Peak Counting
(WPC). Cette statistique est obtenue en estimant le nombre d’amas de galaxies pour
chaque échelle d’une transformation en ondelettes. Cette statistique correspond plus ou
moins au nombre d’amas en fonction de leur taille. Nous montrons que cette statistique
est meilleure que le PC pour caractériser les processus non-linéaires de formation des
structures.

Toutes ces statistiques sont estimées sur les cartes de convergence κ. En pratique, la
géométrie complexe du relevé fait que les cartes de convergence κ dérivées des cartes de
cisaillement γi possèdent la même géométrie complexe. Mais avec la méthode d’interpolation
proposée dans Pires et al. (2008b) et présentée §4, il devient possible d’interpoler le champ de
convergence κ en complet. La solution proposée permet d’interpoler les régions masquées de
manière à réduire l’impact des données manquantes sur l’estimation du spectre de puissance
et des statistiques d’ordre supérieur.

6.1.4 Les représentations

Le but second de cette étude est de comparer différentes représentations afin de trou-
ver celle qui fournit la meilleure représentation pour discriminer les modèles cosmologiques.
Certaines études sur les données CMB se sont déjà concentrées sur la recherche de non-
Gaussianité en utilisant des méthodes multi-échelles (Aghanim and Forni 1999; Starck et al.
2004a). Le champ de convergence est composé à la fois de structures isotropes telles que les
amas de galaxies et de structures fortement anisotropes telles que les filaments. Ces struc-
tures peuvent être mieux représentées dans certaines représentations. Une transformation
étant optimale pour représenter des structures qui ont la même forme que celle de sa fonction
analysante, nous avons sélectionné les représentations suivantes :

– La transformation de Fourier (TF)
Les fonctions analysantes sont des sinusöıdes. La transformation de Fourier est très
bonne pour représenter des structures présentant un comportement oscillatoire. Elle
fournit une bonne représentation pour la texture des images.

– La transformation en ondelettes bi-orthogonale (TO)
Les fonctions analysantes sont des ondelettes légèrement anisotropes. Nous nous atten-
dons à ce que cette transformation soit optimale pour détecter des structures isotropes
et/ ou légèrement anisotropes. Une description détaillée de cette représentation est pro-
posée §3.4.1.

– La transformation en ondelettes ”à trous” (AT)
Les fonctions analysantes sont des ondelettes isotropes. Cette transformation en onde-
lettes est clairement adaptée à la détection de structures isotropes telles que les amas



134 Comment contraindre au mieux les paramètres cosmologiques

de galaxies dans le champ de convergence. Pour une description détaillée voir §3.4.2.

– La transformation en Ridgelets (TR)
Les fonctions analysantes sont des ridgelets fortement anisotropes. La transformation en
ridgelets a été développée pour traiter des images contenant des structures rectilignes.
Par conséquent, elle fournit une bonne représentation pour les contours parfaitement
rectilignes. Pour plus de détails voir §3.4.3.

– La transformation en Curvelets (TC)
Les fonctions analysantes sont des curvelets fortement anisotropes. La transformation
en curvelets permet de bien représenter les contours ou les singularités incurvés. Plus
de détails sont disponibles §3.4.4.

Notons que l’estimation d’une statistique donnée à chaque échelle d’une représentation
peut être traitée comme une statistique indépendante.

6.2 Analyse et résultats

6.2.1 Traitement du bruit

Comme nous l’avons dit précédemment les cartes de convergence sont dérivées des mesures
de déformation des galaxies d’arrière-plan et sont par conséquent très bruitées. Nous avons
ajouté le niveau de bruit attendu à nos cartes de convergence simulées pour obtenir des cartes
de convergence réalistes correspondant à des observations spatiales. La Fig. 6.3 représente
une carte de convergence simulée sans bruit (à gauche) et la même carte avec du bruit (à
droite) dans le cas d’observations spatiales.

Fig. 6.3 – A gauche, carte de convergence simulée sans bruit, à droite carte de convergence
simulée (avec bruit) que l’on devrait obtenir dans le cas d’observations spatiales. Le champ
couvre une région de 1.975◦ x 1.975◦.

Le bruit a un impact sur l’estimation des statistiques nécessitant sa prise en compte dans
notre analyse.

Sans filtrage

Dans un premier temps, nous avons appliqué les différentes représentations directement
sur les cartes de convergence bruitées et pour chaque représentation nous avons estimé les
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statistiques décrites précédemment, excepté PC et WPC qui nécessite un filtrage.
Le bruit fait que les moments d’ordre 3 et 4 de la distribution tendent vers zéro. En effet,

plus la carte de convergence est bruitée, plus la distribution ressemble à une distribution
Gaussienne.

Filtrage Gaussien

Dans un deuxième temps, nous avons utilisé un filtre Gaussien pour limiter l’impact du
bruit. Le filtre Gaussien consiste à convoluer la carte de convergence bruitée κ̃N avec une
fenêtre Gaussienne G de largeur σG comme nous l’avons vu §2.3.1.

Fig. 6.4 – A gauche, carte de convergence sans bruit, et à droite carte de convergence après
convolution avec un filtre Gaussien. Le champ couvre une région de 1.975◦ x 1.975◦.

Sur la Fig. 6.4 on peut voir à gauche, la carte de convergence simulée sans bruit et
à droite la même carte de convergence filtrée par une fonction Gaussienne. La qualité du
filtrage dépend fortement de la valeur de σG. Pour nos simulations, la valeur optimale se
situe autour de 0.9 arcmin (voir §2.3.1) .

Nous avons alors appliqué les différentes représentations sur les cartes de convergence
filtrées et pour chaque représentation nous avons estimé les statistiques décrites précédemment.

Filtrage MRLens

Enfin, nous avons utilisé un filtrage non-linéaire dans l’espace des ondelettes pour enlever
le bruit : le filtrage MRLens développé dans Starck et al. (2006b). Le logiciel MRLens que
nous avons utilisé est décrit §5.1.1 et est disponible à l’adresse suivante :
http ://irfu.cea.fr/Ast/mrlens.software.php

Il a été montré dans Starck et al. (2006b) que cette méthode surpasse les méthodes
standards aux petites échelles (filtre Gaussien, filtre de Wiener, filtrage MEM,...). Sur la Fig.
6.5 on peut voir à gauche, la carte de convergence simulée sans bruit et à droite la même
carte de convergence après filtrage MRLens. Visuellement, on peut voir qu’un grand nombre
d’amas de galaxies est bien reconstruit et que l’amplitude des pics est bien retrouvée.

Comme précédemment, on applique toutes les représentations aux cartes de convergence
filtrées par la méthode MRLens et on estime ensuite pour chaque représentation les sta-
tistiques décrites précédemment. En reconstruisant essentiellement les amas de galaxies, on
devine que la méthode MRLens va favoriser des statistiques telles que le PC ou WPC et sera
moins efficace pour des statistiques qui se concentrent sur la texture de la carte (le fond).
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Fig. 6.5 – A gauche, carte de convergence sans bruit, et à droite carte de convergence après
filtrage par la méthode MRLens. Le champ couvre une région de 1.975◦ x 1.975◦.

6.2.2 Résultats de la discrimination

Les Tableaux 6.2, 6.4 et 6.6 présentent le taux de discrimination moyen maximum obtenu
pour une statistique donnée et une représentation donnée, respectivement sur les cartes de
convergence bruitées, filtrées par un filtre Gaussien et filtrées par la méthode MRLens. Comme
nous l’avons dit précédemment, le taux de discrimination moyen pour le Tableau 6.3 est
d’environ 40% et correspond à la valeur (1,3) du Tableau 6.2. Et, le taux de discrimination
moyen pour le Tableau 6.7 est d’environ 97% et correspond à la valeur (3,5) du Tableau 6.6.

Discrimination des cartes de convergence bruitées

Le taux de discrimination moyen maximum obtenu sur les cartes de convergence bruitées
est donné par le Tableau 6.2. Remarquons que PC et WPC n’ont pas été estimés sur les
cartes de convergence bruitées parce que les amas de galaxies ne peuvent pas être extraits
des cartes de convergence bruitées sans filtrage.

Sans filtrage, aucune discrimination ne peut être obtenue dans l’espace direct. Comme on
peut le voir sur la Fig. 6.3 (à droite), le rapport signal-sur-bruit est faible et les structures
non-Gaussiennes telles que les amas sont cachées par le bruit.

Les différentes représentations s’avèrent être inefficaces pour faire ressortir la non Gaus-
sianité excepté la transformation en ondelettes ”à trous” qui permet d’améliorer notablement
la discrimination (voir le Tableau 6.2). La transformation en ondelettes étant optimale pour
représenter les structures isotropes, elle fournit ainsi une bonne représentation des amas de
galaxies et donc de la non-Gaussianité.

La meilleure statistique sur les cartes de convergence bruitées semble être le coefficient
d’asymétrie estimé dans une représentation en ondelettes isotrope. Sur le Tableau 6.3, on peut
voir le taux de discrimination obtenu avec le coefficient d’asymétrie dans la deuxième échelle
d’une transformée en ondelettes isotrope qui correspond à l’échelle permettant d’atteindre la
meilleure discrimination. Comme, nous pouvons le voir, la discrimination est possible uni-
quement pour les modèles les plus éloignés.

Certains groupes ont déjà utilisé ce coefficient d’asymétrie dans une ouverture de masse
pour essayer de briser la dégénérescence σ8-Ωm (voir e.g. Kilbinger and Schneider 2005; Jarvis
et al. 2004). Ce traitement consiste à convoluer les cartes de convergence bruitées par des
filtres dont l’échelle est variable, ce qui ressemble fortement au résultat obtenu avec une
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S K HC∗ HC+ Bl PC WPC

Espace direct 21.0 1.6 1.8 1.9 x x x
TF 0.7 10.7 3.0 21.3 5.75 x x
AT 40.5 29.3 24.9 34.0 x x x
TO 7.3 10.8 4.1 2.9 x x x

TR (block size = 16) 6.2 3.7 7.2 5.6 x x x
TR (block size = 32) 8.3 15.2 9.5 20.4 x x x

TC 1.1 4.2 2.6 4.2 x x x

Tab. 6.2 – Taux de discrimination moyen maximum obtenu avec des cartes de convergence
bruitées avec un taux de fausses détections α = 0.05.

représentation en ondelettes isotropes. Ils ont montré qu’en combinant cette statistique avec
une statistique d’ordre deux, la dégénérescence peut être partiellement brisée, ce qui est en
accord avec nos résultats.

m1 m2 m3 m4 m5

m1 x 4 55 86 99
m2 6 x 8 52 88
m3 23 3 x 6 77
m4 81 7 2 x 13
m5 99 81 12 9 x

Tab. 6.3 – Taux de discrimination obtenu (pour un taux de fausses détections α = 0.05)
avec le coefficient d’asymétrie estimé sur la transformée en ondelettes ”à trous” des cartes de
convergence bruitées pour une échelle ondelette correspondant à 0.5 arcmin.

Discrimination des cartes de convergence filtrées par un filtre Gaussien

Pour augmenter le rapport signal-sur-bruit, nous avons convolué les cartes de convergence
bruitées par un filtre Gaussien. Le Tableau 6.4 présente les résultats obtenus sur les cartes
de convergence filtrées par une fonction Gaussienne.

S K HC∗ HC+ Bl PC WPC

Espace direct 39.2 34.3 28.8 40.2 x 79.3 x
TF 2.2 2.2 3.8 2.9 6.75 x x
AT 31.9 29.5 24. 38.4 x x 79.2
TO 12.2 10.5 5.1 6.8 x x x

TR (block size = 16) 7.4 20.2 22.7 35.3 x x x
TR (block size = 32) 2.5 7.3 4. 9.1 x x x

TC 1.3 4.7 4.8 8.3 x x x

Tab. 6.4 – Taux de discrimination moyen maximum obtenu (avec un taux de fausses
détections α = 0.05) avec des cartes de convergence filtrées par un filtre Gaussien .

Après un filtrage Gaussien, le bruit est enlevé mais les structures sont plus ou moins
lissées dépendant du niveau de bruit. Dans l’espace direct, la discrimination est améliorée
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de manière significative. Pour ce qui est des autres représentations, le filtrage n’apporte pas
grand chose. Certaines statistiques profitent un peu du débruitage et d’autres se voient un
peu pénalisées par le sur-lissage des structures.

Le PC et le WPC qui peuvent maintenant être estimés sur ces cartes de convergence
filtrées, fournissent de très bons résultats. Sur le Tableau 6.5, on peut voir le taux de discri-
mination obtenu avec le PC sur les cartes de convergence filtrées par filtrage Gaussien. La
discrimination est maintenant possible, excepté pour les modèles adjacents.

Le pouvoir discriminant de PC et deWPC peut s’expliquer théoriquement. En considérant
que la distribution de matière noire reconstruite grâce aux effets de lentille gravitationnelle
est située environ à z = 0.5, ce qui correspond au maximum d’efficacité du cisaillement pour
des galaxies d’arrière-plan situées à z = 1, et en supposant un modèle dont l’équation d’état
de l’énergie noire est une constante, le nombre d’amas de galaxies massifs est sensible à la
fois à l’amplitude des fluctuations de matière σ8 et à la densité de matière Ωm (voir Bah-
call and Fan 1998). Si à la place de σ8, on considère σz=0.5

8 qui correspond à l’amplitude
des fluctuations de matière dérivées du cisaillement gravitationnel, le σz=0.5

8 est maintenant
une constante pour les 5 modèles cosmologiques choisis le long de la dégénérescence car les
spectres de puissance sont indistinguables. Seul reste le paramètre Ωm pour contrôler le taux
de formation des structures. Ainsi, en normalisant par rapport à la distribution de matière
actuelle, un petit Ωm fait que les structures se forment plus tôt dans l’histoire cosmique et
un grand Ωm fait que les structures se forment plus tardivement. Ainsi, avec un petit Ωm,
l’abondance en amas de galaxies massifs à z = 0.5 est plus importante (voir Fig. 6.1 en haut
à droite) que pour un grand Ωm. Le nombre d’amas peut ainsi être utilisé pour discriminer le
modèle cosmologique. L’abondance en amas massifs a déjà été utilisée pour sonder Ωm (voir
e.g. Bahcall and Fan 1998).

m1 m2 m3 m4 m5

m1 x 50 95 100 100
m2 46 x 43 96 100
m3 94 8 x 63 100
m4 100 97 50 x 78
m5 100 100 99 63 x

Tab. 6.5 – Taux de discrimination obtenu (pour un taux de fausses détections α = 0.05) avec
le PC estimé sur des cartes de convergence filtrées par un filtre Gaussien .

Discrimination des cartes de convergence bruitées filtrées en utilisant la méthode MRLens

Nous avons également appliqué le filtrage MRLens sur les cartes de convergence bruitées.
Sur le Tableau 6.6, on peut voir le taux de discrimination moyen maximum obtenu avec les
cartes de convergence filtrées par la méthode MRLens.

On remarque que le taux de discrimination moyen est considérablement améliorée quelle
que soit la statistique. En effet, le filtrage MRLens facilite les statistiques non-Gaussiennes
en reconstruisant essentiellement les amas de galaxies comme on peut le voir sur la Fig. 6.5.

On remarque également, comme précédemment, que la transformation en ondelettes ”à
trous” reste la meilleure représentation. Une statistique estimée dans cet espace des onde-
lettes isotropes possède un meilleur taux de discrimination moyen.
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S K HC∗ HC+ Bl PC WPC

Espace direct 65.2 54.5 72.9 8.4 x 93.2 x
TF 3.2 3.4 30.0 38.4 9.95 x x
AT 81.7 68.1 74.8 74.1 x x 97.3
TO 52.2 67.3 29.7 65.0 x x x

TR (block size = 16) 45.1 54.5 77.1 37.2 x x x
TR (block size = 32) 61.5 52.6 70.3 69.0 x x x

TC 25. 65.5 68.8 63.3 x x x

Tab. 6.6 – Taux de discrimination moyen maximum obtenu avec des cartes de convergence
filtrées par la méthode MRLens avec un taux de fausses détections α = 0.05.

Le taux de discrimination moyen maximum est obtenu avec WPC à la troisième échelle
d’une transformée en ondelettes isotropes (voir le Tableau 6.7), sûrement favorisé par le
filtrage MRLens qui reconstruit essentiellement les amas de galaxies. Cette statistique per-
met de discriminer presque parfaitement entre les 5 modèles cosmologiques, même pour les
modèles adjacents. Notons toutefois qu’après un filtrage par la méthode MRLens d’autres
statistiques permettent également d’atteindre un bon niveau de discrimination si on compare
aux résultats obtenus avec les cartes de convergence filtrées par une fonction Gaussienne.

m1 m2 m3 m4 m5

m1 x 86 100 100 100
m2 87 x 94 100 100
m3 100 92 x 94 100
m4 100 100 93 x 99
m5 100 100 100 100 x

Tab. 6.7 – Taux de discrimination obtenu (avec un taux de fausses détections α = 0.05) avec
WPC estimé sur la transformée en ondelettes ”à trous” des cartes de convergence, filtrées
avec la méthode MRLens, pour une échelle ondelette correspondant à 1 arcmin.

La comparaison de ces résultats avec ceux obtenus sur les cartes de convergence bruitées
avec le coefficient d’asymétrie dans la deuxième échelle d’une représentation en ondelettes
isotropes (voir le Tableau 6.3) montre que la précision sur σ8 et Ωm est fortement améliorée
en utilisant WPC sur les cartes de convergence filtrées avec la méthode MRLens.

6.3 Discussion

Nous venons de voir que WPC permet de discriminer efficacement les 5 modèles cosmolo-
giques. Comme nous l’avons dit précédemment, le formalisme du modèle de halo (Press and
Schechter 1974; Sheth and Tormen 1999; Hamana et al. 2004) permet de prédire le nombre
d’amas de galaxies contenu dans une fraction du ciel pour un modèle cosmologique donné.
Cependant, il faut considérer que seule une partie des amas de galaxies réellement présents
dans le ciel va pouvoir être détectée. Il faut en effet considérer les effets de sélection inhérents
à la qualité des observations et aux méthodes de traitement de données. Pour cela, une solu-
tion qui est souvent utilisée consiste à modéliser les effets de sélection à l’aide d’une fonction
qui est appelée ”fonction de sélection”. On peut faire une modélisation analytique en essayant
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de considérer tous les effets de sélection. Une autre approche consiste à utiliser une étude
Monte-Carlo qui permet de prendre en compte l’ensemble des effets de sélection qui ne sont
pas pris en compte dans l’approche analytique. Cette étude sera réalisée prochainement.

Une fois que l’on a déterminé la fonction de sélection, on peut facilement faire le lien entre
les résultats observationnels et la théorie. Ce travail débouche naturellement sur l’estimation
des paramètres cosmologiques à partir de l’estimation de WPC.

D’autre part, disposant d’une discrimination parfaite entre les 5 modèles cosmologiques
grâce à WPC, on peut déterminer des bornes supérieures pour les erreurs liées à l’estimation
des paramètres cosmologiques, en considérant l’espacement entre deux modèles adjacents.
Pour des données spatiales couvrant un champ d’environ 4 degrés carrés, la limite supérieure
sur l’erreur de σ8 est entre 5% et 8%, pour un σ8 ∈ [0.6, 1]. De même, pour un Ωm ∈
[0.23, 0.64], la limite supérieur sur l’erreur de Ωm se situe entre 11% et 12.5%. Dans un futur
proche, une estimation des erreurs plus précise sera faite.

6.4 Conclusion

Lorsque l’on cherche à contraindre les paramètres cosmologiques à partir des données
de cisaillement gravitationnel, en utilisant uniquement des statistiques à deux points, une
dégénérescence entre les paramètres σ8 et Ωm apparâıt. Dans ce chapitre, nous avons cherché
une nouvelle statistique pour briser cette dégénérescence. Pour cela, nous avons utilisé des
cartes de convergence simulées correspondant à 5 modèles cosmologiques différents choisis le
long de la dégénérescence. Nous avons alors considéré plusieurs statistiques que nous avons
estimées dans plusieurs représentations afin de comparer leur taux de discrimination.

Les statistiques à deux points permettent de caractériser un signal Gaussien mais sont
inutiles pour discriminer entre des modèles cosmologiques appartenant à la zone de degene-
rescence. Pour cela, nous avons considéré uniquement des statistiques qui sont habituellement
utilisées pour caractériser la non-Gaussianité du signal à petite échelle.

Les principales conclusions de ce chapitre sont les suivantes :

1. Tout d’abord, nous avons trouvé que la transformation en ondelettes isotropes (la trans-
formation en ondelettes ”à trous”) est celle qui fournit la meilleure représentation des
structures non-Gaussiennes permettant ainsi d’augmenter le taux de discrimination
quelle que soit la statistique utilisée.

2. Nous avons alors montré qu’un filtrage en ondelettes tel que le filtrage MRLens favorise
les statistiques non-Gaussiennes, en reconstruisant essentiellement les amas de galaxies.

3. Nous avons également introduit une nouvelle statistique, appelée WPC (pour Wavelet
Peak Counting), obtenue par l’estimation du nombre d’amas pour chaque échelle d’une
transformation en ondelettes.

4. Nous avons alors montré que WPC est la meilleure des statistiques testées (S, K,
HC, PC, Beq

κ ) et nous avons montré que cette statistique estimée sur des cartes de
convergence filtrées par la méthode MRLens permet de discriminer les 5 modèles cos-
mologiques sélectionnés.

Dans ce chapitre, nous avons comparé, systématiquement, plusieurs statistiques non-
Gaussiennes habituellement utilisées ; et WPC s’est avéré être la meilleure de ces statistiques.
La comparaison ayant été menée uniquement sur des modèles cosmologiques choisis le long
de la dégénérescence σ8-Ωm, cette étude montre que le spectre de puissance (ou la fonction de
corrélation à deux points) et WPC doivent être utilisés simultanément. Cependant, ces deux
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statistiques sondent le même champ, par conséquent les corrélations introduites par cette me-
sure combinée ont besoin d’être considérées (see Takada and Bridle 2007). L’implémentation
de cette méthode combinée est laissée pour plus tard.

Un autre problème que nous avons abordé §6.3 sont les effets de sélection. La détermination
de la fonction de sélection, que nous ferons ultérieurement, est nécessaire pour l’estimation
des paramètres cosmologiques et pour une estimation plus précise des erreurs.

Finalement, bien que PC et WPC fournissent déjà de bonnes contraintes, d’autres sta-
tistiques telles que le nombre d’amas par masse ou encore la corrélation spatiale des amas
devraient permettre de contraindre encore mieux le modèle cosmologique. Un travail supple-
mentaire devra être mené pour exploiter pleinement cette approche.
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Conclusion

L’effet de cisaillement gravitationnel, directement sensible au potentiel gravitationnel,
est devenu l’un des meilleurs outils pour cartographier la distribution de matière noire et
imposer des contraintes sur les paramètres cosmologiques. Cependant, cet effet est difficile à
mesurer en raison de sa faiblesse. De nos jours, les efforts se concentrent sur l’optimisation
des méthodes de traitement de données afin d’amener les lentilles gravitationnelles faibles
vers une cosmologie de précision.

Parmi les outils apparus ces dernières années en traitement de données, l’analyse multi-
échelles semble être l’un des plus marquants en astrophysique. Elle permet, en effet, de trans-
former le signal sous une forme qui permet de mieux l’analyser. Dans le cadre de cette
thèse, nous avons développé de nouveaux outils de traitement, basés essentiellement sur ces
méthodes multi-échelles afin d’améliorer plusieurs étapes du traitement des données de ci-
saillement gravitationnel et ainsi d’affiner la mesure de la distribution de matière noire et des
paramètres cosmologiques.

Durant cette thèse, nous nous sommes tout d’abord intéressés à reconstruire une carte de
matière noire à partir des effets de lentille gravitationnelle faibles.

Nous avons tout d’abord mené une étude sur la possibilité d’utiliser la flexion pour recons-
truire la carte de matière noire et nous avons montré que celle-ci apportait peu par rapport
au cisaillement car la mesure de flexion est beaucoup plus bruitée que celle de cisaillement
(voir §2.2.3). Nous avons donc utilisé les cartes de cisaillement pour reconstruire la carte de
matière noire.

Nous avons également vu que lorsque l’on veut utiliser une méthode globale pour re-
construire la carte de convergence, les données manquantes dans les cartes de cisaillement,
posent problèmes (voir §2.4.3). Pour interpoler les données manquantes, nous avons développé
une méthode, baptisée FASTLens, basée sur la méthode d’inpainting (chapitre IV). Celle-ci
permet de reconstruire rapidement une carte de convergence complète directement à partir
des données incomplètes de cisaillement. La méthode est disponible sur internet à l’adresse :
http ://irfu.cea.fr/Ast/fastlens.software.php.

Les cartes de matière noire ainsi obtenues par inversion du champ de cisaillement sont
très bruitées car la mesure du cisaillement est elle même très bruitée (voir §2.2.3). Pour
apporter une solution à ce problème, nous avons proposé une nouvelle méthode de filtrage
appelée MRLens, dédiée aux cartes de convergence (chapitre V). Et nous avons montré qu’elle
fournit de meilleurs résultats que les méthodes utilisées habituellement (filtre Gaussien, filtre
de Wiener, MEM). Elle permet notamment de mieux reconstruire les structures à petite
échelle (les amas de galaxies). Un site internet dédié à cette méthode est disponible à l’adresse
suivante : http ://irfu.cea.fr/Ast/mrlens.software.php.

Depuis sa mise en ligne, le code a été plusieurs fois utilisé, notamment sur les données
COSMOS, ce qui a permis de reconstruire la carte de matière noire la plus précise à ce jour
(voir §5.2). Cette carte de matière noire a entre autres permis de comparer la distribution
de matière visible avec celle de matière noire. Le code a également été testé sur la première
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carte de convergence simulée de tout le ciel et a montré ses faiblesses pour reconstruire les
structures à grande échelle. Une méthode combinée avec le filtre de Wiener a été proposée
pour traiter ce type de données très grand champ (voir §5.3).

Dans cette thèse, nous nous sommes ensuite intéressés à l’estimation des paramètres
cosmologiques. Pour cela, une analyse statistique des données est nécessaire. Habituellement,
cette analyse statistique se fait sur les cartes de cisaillement pour éviter tous les problèmes
d’inversion en présence de données manquantes. Il faut toutefois tenir compte des données
manquantes présentes dans les cartes de cisaillement. Et pour cette raison, on se limite souvent
à l’estimation des statistiques à N points.

Pour contraindre les paramètres cosmologiques à partir des données de cisaillement, on
estime essentiellement des statistiques à deux points sur le champ de cisaillement. On trouve
alors des dégénérescences entre les paramètres du modèle cosmologique, notamment entre
σ8 et Ωm (voir §2.4.1). La méthode d’interpolation d’image FASTLens permet d’éviter tous
les problèmes liés à l’estimation de statistiques en présence de données manquantes et ainsi
d’estimer toutes sortes de statistiques. Nous avons décidé de comparer l’efficacité de plusieurs
statistiques sur les cartes de convergence complètes afin de déterminer celle qui discrimine
au mieux le modèle cosmologique (chapitre VI).

Nous avons introduit une nouvelle méthode qui permet d’estimer de manière rapide et
exacte deux de ces statistiques : le spectre de puissance (Pκ) et le bispectre dans sa confi-
guration équilatérale (Beq

κ ). Cette méthode basée sur une transformation de Fourier polaire
ne peut être utilisée sur des données incomplètes (voir §2.4.2). La méthode FASTLens rend
possible cette estimation rapide. Nous avons montré grâce à des simulations réalistes que
l’erreur liée à l’interpolation est au plus de 1% sur l’estimation du spectre de puissance et au
plus de 3 % sur l’estimation du bispectre (chapitre IV).

Nous avons introduit également une nouvelle statistique appelée WPC qui permet d’es-
timer le nombre d’amas par échelle ondelettes (chapitre VI). Finalement, nous avons montré
que WPC est la meilleure statistique pour briser la dégénérescence parmi les statistiques
considérées (S, K, HC, PC, Beq

κ ...).

*
* *

Finalement, toutes ces nouvelles techniques ont déjà grandement apporté à la qualité de
l’analyse des données de cisaillement, et ce, en plusieurs points de la châıne de traitement.
Mais beaucoup reste encore à faire, et pour cela, nous avons encore de nombreuses pistes,
notre objectif à terme étant de disposer d’une analyse globale optimisée des données de
cisaillement gravitationnel.

1. Les résultats des travaux décrits au chapitre V sur les méthodes de filtrage des cartes
de matière noire ont montré que les structures à grande échelle n’étaient pas recons-
truites optimalement par les méthodes qui reconstruisaient le mieux les structures à
petite échelle et inversement. Afin de tirer parti au mieux des avantages des différentes
techniques, nous comptons par exemple coupler le filtre de Wiener avec la méthode
MRLens que nous avons développée.

2. Les données actuellement accessibles ne représentent qu’une fraction du ciel, mais
bientôt des cartes de tout le ciel seront disponibles. Pour répondre aux exigences futures
et exploiter au mieux les futures observations, nous souhaitons étendre notre méthode
de filtrage au traitement de données sur la sphère.
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3. La qualité des instruments de mesure futurs va permettre de reconstruire des cartes de
matière noire tri-dimensionnelles de plus en plus grandes. Pour exploiter aux mieux ces
données, nous souhaitons également développer une nouvelle méthode de filtrage 3D
pour pouvoir filtrer ces cartes tri-dimensionnelles.

4. Pour compléter l’étude menée au chapitre VI visant à déterminer la meilleure statis-
tique pour contraindre le modèle cosmologique, nous comptons intégrer de nouvelles
statistiques à cette comparaison, comme le calcul du bispectre dans sa configuration
locale ou le calcul du trispectre qui apporteront peut-être des contraintes plus précises
sur les structures non-Gaussiennes.

5. Durant, cette thèse, nous nous sommes concentrés essentiellement sur les méthodes
de reconstruction et d’analyse des données de cisaillement gravitationnel. Une étape
indispensable est maintenant de nous pencher sur les phases de pré-traitement et sur la
mesure du cisaillement à proprement dit, afin de mâıtriser toute la châıne de traitement.
Une collaboration avec l’observatoire de Munich est par exemple déjà en cours sur
les méthodes de pré-traitement ; et nous comptons nous intéresser prochainement à la
mesure du cisaillement en participant au projet GREAT08 (voir §2.1.2).

6. Enfin, et c’est le but ultime de tous ces travaux en traitement de données, nous souhai-
tons appliquer à des données réelles toutes ces nouvelles méthodes de traitement (MR-
Lens, FastLens,...), afin de cartographier la distribution de matière noire avec précision
et améliorer nos contraintes sur les paramètres cosmologiques. Un grand nombre de
nouveaux instruments sont déjà prévus pour fournir des relevés du ciel, plus grands et
plus précis, notamment le projet Euclid auquel participe le CEA qui prévoit d’observer
la totalité du ciel.
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et exacte. Le code est disponible à l’adresse : http ://irfu.cea.fr/Ast/fastlens.software.php.

Mes Contributions

1. Summer School,“Wavelet And Multifractal Analysis”, Institut d’Etude Scien-
tifique de Cargese, Corsica (France), 19-31Juin, 2004.

2. Workshop “Contenu informatif des images numeriques”, ENS Cachan (France),
25-26 Novembre, 2004.

3. Summer School in Statistics for Astronomers & Physicists, Penn State Uni-
versity (USA), 5-17 Juin, 2005.

4. Advanced Lectures, “a Pan-Chromatic View of Clusters of Galaxies and the
Large-Scale Structure”, Instituto Nacional de Astrof́ısica, Óptica y Electrónica
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E. Thiébaut and L. Mugnier. Maximum a posteriori planet detection and characteriza-
tion with a nulling interferometer. In C. Aime and F. Vakili, editors, IAU Colloq.
200 : Direct Imaging of Exoplanets : Science Techniques, pages 547–552, 2006. doi :
10.1017/S1743921306009938. 46

K. Umetsu and T. Broadhurst. Combining Lens Distortion and Depletion to Map the Mass
Distribution of A1689. ArXiv e-prints, 712, December 2007. 24

C. Vale and M. White. Simulating Weak Lensing by Large-Scale Structure. ApJ, 592 :
699–709, August 2003. doi : 10.1086/375867. 36, 37, 81, 108, 109

L. Van Waerbeke, Y. Mellier, T. Erben, J.C. Cuillandre, and F. et al Bernardeau. Detection
of correlated galaxy ellipticities from CFHT data : first evidence for gravitational lensing
by large-scale structures. A&A, page 318 :30, 2000. 17, 29

L. Van Waerbeke, T. Hamana, R. Scoccimarro, S. Colombi, and F. Bernardeau. Weak lensing
predictions at intermediate scales. MNRAS, 322 :918–926, April 2001. doi : 10.1046/j.
1365-8711.2001.04241.x. 121
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